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Introducdo & Teoria das Catlegorias, |

por A. V. Ferreira (*)

Esta gérie de artigos tem como finalidade
chamar a atencio do leitor de «(Gazeta de
Matematica» para algnmas nogdes e resul-
tados basicos de um capitulo fundamental da
Matewmatica, cuja existéncia provavelmente
desconhece (1).

A Teoria das Categorias nasceu ha cerca
de um quarto de século e teve origem em
certos desenvolvimentos da Topologia Algé-
brica. Os conceitos de -categoria, funtor,
transformagdo natural e dualidade de que nos
ocupamos no primeiro capitulo deste trabalho,
foram introduzidos no inicio da década de 40
por EiLENBeERG @ MacLaAxE em [b, 6] textos
histéricos de notavel clareza que o leitor
encontrara reproduzidos ([ ] apenas par-
cialmente) neste e no ndimero 109-112 de
«Gazeta de Matematica», na secg¢io Anto-
logia.

Embora os conceitos que citimos tivessem
a sua origem numa determinada teoria ma-
tematica e se tornasse logo evidente a sua
aplicabilidade noutros dominios, os progres-
so8 da Teoria das Categorias na década 45-55
foram assis lentos. Pode afirmar-se que o
desenvolvimento desta teoria se operou ver-
dadeiramente a partir dos anos 55-B7 que
foram assinalados pelo aparecimento de tra-

Homenagem a Bento de Jesus Caraga
no XX aniversdrio da sua morte.

balhos fundamentais : Bucassauy [2], CARTAN
e EILENBERG [4], GROTHENDIECK [9].
Presentemente, a Teoria das Categorias é
um capitulo vasto e auténomo da Matematica,
cuja linguagem e métodos invadiram, e se tor-
naram essenciais & Algebra, Topologia, Lo6-
gica Matematica, Analise Funcional, Geome-

(*) Do Laboratério de Fisica e Engenharia Nu-
cleares, Sacavém, Portugal.

(1) Temos em vista especialmente os alunos dos dois
tltimos anos das Faculdades de Ciéncias e rectm-li-
cenciados. Ao que sabemos, nos nossos cursos univer-
sitdrios, salve rarissimas excepgdes, estas nogbes nio
sdo introduzidas e os aspectos funtoriais das teoriae
matemditicas cldssicas ndo sdo convenientemente
SALIENTADOS, dai resultando, em parte, aquela
sensagio de péle-méle, imbraglio, ou simples oportu-
nismo expositivo, que tantas vezes nos assalta ao
folhear textos universitirios de conteido (eventual-
mente..,.) aceitivel do ponto de vista cientifico.
E doloroso constatar que num espago muito breve
serd impossivel a um licenciado pelas nossas Facul-
dades, ¢ mesmo a4 maioria dos docentes, entender a
mera linguagem em que os textos matemiticos estio
escritos| Como talar, porém, da acrises do noeso
Ensino Superior, abstrainde do quadro mais amplo
de estruturas, condicionamentos, interesses,---, a
atmosfera sediga acalentadora de todo um heterotro-
fismo arcaico e intelectualmente apoucado, na qual
o grex que temos consentido ser vem vegetando?
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tria Diferencial, Geometria Algébrica, ...,
- a8 quais, por sua vez, contribuem para o seun
enriquecimento.

Histdoricamente, as nogdes de categoria,
funtor, transformagio natural, ete., determi-
naram uma viragem na evolugio das teorias
matemiaticas comparavel a que originou a
introdug¢io dos conceitos fundamentais da
Algebra, grupo, anel, corpo, etc.

A nossa exposicio constara dos quatro
capitulos: T— CATEGORIAS E FUNTORES;
GENERALIDADES, II — CATEGORIAS
ABELIANAS. ALGEBRA HOMOLOGICA,
JIT — ESTRUTURAS E CATEGORIAS,
IV — COHOMOLOGIA

A amplitude dos temas a desenvolver e as
dimensdes de G. M. impde-nos naturalmente
uma certa sobriedade que o leitor compre-
enderid e compensara com uma série de ini-
ciativas pessoais a que deixamos porta aberta
presque partout no texto, Considerando a
maturidade que o leitor, a quem este trabalho
pode interessar, certamente possui, é possivel
que o tipo de exposicio adoptado se revele
particularmente eficiente.

O cap. I e as duas primeiras secgdes do
segundo, de caricter propedeutico, contém
aquela acumulagio primitiva de nogdes e
resultados (alguns dos quais deveremos gene-
ralizar posteriormente) que toda a teoria deste
género necessariamente comporta. O con-
teddo destas partes do texto seri constan-
temente usado no seguimento, em geral, sem
mengio especial e, atendendo ao caracter ele-
mentar dos resultados, a justificagio de uma
grande parte destes é deixada ao cuidado do
leitor, destinando-se as poucas demonstractes
incluidas a evitar dificuldades de ordem psi-
colégica. A leitura das restantes seccdes do
cap. Il nfio é estritamente necessaria 4 com-
preensdo do cap. III, pressupondo, contudo,
0 cap. IV o conhecimento da generalidade dos
resultados anteriores. Os exercicios que pro-

pomos, quando nio se destinem meramente a
sensibilizar o leitor em relagiio & matéria ex-
posta, contém complementos importantes, por
vezes indispensiaveis a uma correcta compre-
ensio do texto e sio, nesta hipotese, de reso-
lugiio simples.

As obras [3, 8, 10] da bibliografia abaixo
indicada sfio introdugdes a Teoria das Cate-
gorias que recomendamos vivamente ao leitor.
Enresmaxy [7], cuja pag. V se encontra re-
produzida na sec¢io Antologia do N.°109-112
da a«Gazeta de Matematica», desenvolve a
Teoria das Categorias com vista mormente a
aplicagdes nos dominios da Anpalise e da
Geometria.

Nestas obras o leitor encontrara mencio-
nada a bibliografia mais relevante.

Optamos por uma posigio heterodoxa em
relagio a bibliografia e mesmo, por vezes,
a0 nosso ponto de vista pessoal com o intuito
de fornecer ao leitor um texto «imparcial»
de maneira a facilitar-lhe a compreensio de
trabalhos concebidos de povotos de vista e
para finalidades diferentes. Procuramos toda-
via evitar uma exposicio invertebrada certos
de que bem pior do que adoptar uma atitude
dogmaitica (e, portanto, intelectualmente fe-
chada) seria apresentar um texto amorfo (e,
portanto, irracional).

Procuraremos elucidar o leitor sobre os
problemas fundacionais da teoria das catego-
rias num Apéndice; no corpo do trabalho
limitamo-nos a usar os circunléquios habituais
que, esperé-mo-lo, despertem no leitor uma
ideia intuitiva do assunto.
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I - CATEGORIAS E FUNTORES; GENE-
RALIDADES

1. Classes simplesmente algebrizadas.
Seja € uma classe (nio necessariamente um
conjunto) (2). Uma lef de composigdo (interna)
definida em € ¢é uma aplicagio T de uma
subclagse de €><¢ em €. Se o dominio
de T 6 €x<@, dizse que [ 6 uma led
de composigdo definida sobre € ou uma ope-
ragdo (‘bindria) entre elementos de €. Uma
classe simplesmente algebrizada é um par
(€,T), que designaremos abreviadamente por
¢, cuja primeira coordenada é uma classe @
e cuja segunda coordenada é uma lei de
composigio definida em €. Seja €' uma
classe simplesmente algebrizada. A subclasse

-1
T(®) de exe diz-se classe dos pares com-

poniveis de (ou em) €'; se (:r,y)e"[! @),
i.e. se x & componivel com y, 7 (x,y), que
representaremos usualmente por x| y, cha-
ma-se composto de = e y ou composto de x
com y. @ diz-se classe subjacente a €' e
empregaremos frequentemente o abuso de

’ g T
lingunagem que consiste em escrever ze¢@ ,

@c e’ em vez de «' ¢ uma classe simples-
mente algebrizada e xeC,a@C € . Se

a,2ce’, aT 3 designard a subclasse de
e, T@x<@=T(@xaN Tl(e)); aTas é
constituida pelos = T y tais que xe@, yeB
e = ¢é componivel com y. Para evitar um
excessivo purismo de notagio, escreveremos
a’| B (resp.a@ T b) se @ =|a| (resp. @ =|b|)
sempre que ndo exista risco de confusdo (3).
Suponhamos @c¢'. Se

aTaca (resp.eTa@cCa,aTeca),

@ diz-se uma parte ou subclasse estdvel (resp.
ideal esquerdo, ideal diveito) de €'; se @ é
simultineamente um ideal esquerdo e um
ideal direito, @ diz-se um ideal de €'. A in-
terseccio de uma familia de partes estiveis
(resp. ideais esquerdos, ideais direitos, ideais)
de €' é uma parte estivel (resp. ideal es-
querdo, ideal direito, ideal) de ¢'. Em par-
ticular, a intersec¢io das partes estaveis
(resp. ideais esquerdus, ideais direitos, ideais)
de €' que contém uma subclasse @ de @
diz-se subclasse estavel (resp. ideal esquerdo,
ideal direito, ideal) gerada por @ em €' e

designa-se por € (resp. [EIGT,EI]ET,[&]@T)
ou mais simplesmente, se nio houver risco
de confusio, por @ (resp. [@, @], [@]).

Exgrcicios: 1. Considere exemplos con-
cretos de classes simplesmente algebrizadas
e’ e de classes a,8ce’; calecule @ T @,
Mostre que pode ter-se (@7 Q)Taz£
+aT(@Ta).

2. Considere exemplos concretos de clas-
ses simplesmente algebrizadas €' e classes

(?) Ver Apéndice no fim do trabalho

(*) Naturalmente, a propria notacio & T & pode
dar lugar a confusdes. O leitor facilmente se aperce-
berd deste facto se considerar a lei de composigio U
no conjunto das partes de #(E) onde & (E) designa
o conjunto das partes de um conjunto E ; a notagio
AU B, 4A,Bc &(7(E)) é ambigua.
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@c¢T; determine t‘zef,f_ﬂehﬂ]d,[&]g.

Dada uma classe simplesmente algebrizada

e" ¢ @ ¢" com um inico elemento, deter-
r o e < - 3

mine E?ET,LGGT,E!]G; 8 [0]61, generalize.

Damos seguidamente cinco definicies de
enorme importincia que o leitor (familiarizado
com as estruturas algébricas classicas de
grupo, anel, espago vectorial, ete. cf, J. S.
GrERREIRO, Curso de Matemdticas Gerais,
Lisboa 1968 R. Gopemext, Cours d’' Algibre,
Paris 1963 ; ou, a nivel mais avancado,
Boursaki, Algébre, ch. I, 1I) certamente
achard naturais e exemplificard adequada-
mente.

1. 1. DeriNigio. Dada uwma classe sim-

T

plesmente algebrizada € e wma parte € de

@, chama-se subclasse simplesmente algebri-

zada de €' definida por @, a classe simples-
mente algebrizada (9,7 g) onde Tgq designa
a let de composigdo definida em & tal que,
quaisquer que sejam x,y€&,(i) x ¢ compo-

-
nivel com y sse(d) (x,y)e T (e (i) xTgy=
= i T diz-se lel de composigdo indu-

zida por € em @. Ulilizaremos frequente-
mente o abuso de notagdo que counsisle em

-1
designar (&, Tgq) por aV. Tem-se Tq(9)=

= ]
=T (@) N(E@=<a). Se @ é estivel em e,
a condigao (i) pode substituir-se por ax ¢ com-

-1
ponivel com y sse (x,y)e T (2)» e a' diz-se
entdo wma subelasse simplesmente algebri-

zada estavel de €'

ideal esquerdo, ideal direito) de ¢, Q' dizse
um subideal ow subclasse simplesmente alge.-
brizada sobressaturada (resp. subideal es-

se @ 8 um ideal (resp.

querdo, subideal direito) de o,

Dada wma classe sim-

1. 2.
plesmente algebrizada €', chama-se classe

DerF1¥1gio.

simplesmente algebrizada oposta a ¢ e de-
. ) -To ¥ .
signa-se por €7 ou €, a classe simples-

mente algebrizada (€, T,,) onde T, desi-
gna a lei de composigdo definida em @ tal que,
quaisquer que sejam X,y €€, (i) x é compo-

-1
nivel com y sse (y,x)e T (€) e () x Topy=
=yTx. T, dizselei de composigio oposta
&+ ks

GTup op _ LE'T

Naturalmente, . E também

-1
claro que se @C @, T, (9) é a imagem

-1
de 7T (@) pela simetria canénica de €><e
(que associa a cada par (z,y) o par (y,x)).

Nestas condi¢tes, 6 facil de verificar que
(&, Tgor)=(q, Topg) © o simbolo a® tem
um sentido claro. Vé.se também facilmente

que @ é estivel em & sse @ §é estivel em

¢ @ é um ideal esquerdo de €' sse &

é um ideal direito de €' , @ é um ideal de

¢" sse @ é um ideal de €™* ,

A relagio que associa a cada classe sim-
plesmente algebrizada a sua oposta é uma
dualidade na teoria das classes simplesmente
algebrizadas (ef. Apéndice no fim do artigo):
toda a nogio ou enunciado a respeito de uma
classe simplesmente algebrizada se dualiza
numa co-nog¢do ou co-enunciado; s6 um enun-
ciado é vilido para todas as classes simples-
mente algebrizadas, o enunciado dual ou
co-epunciado é valido para todas as classes
simplesmente algebrizadas.

De acordo com o que precede, a nocio
ijdeal direito é a nogio dual ou co-nociio de
ideal esquerdo e as nogbes parte estivel e
ideal silo autoduaris.

O uso de principios de dualidade permitir-
-nos & frequentemente abreviar a exposigiio.

1.3. Derizvigio.  Sejam € & 2% ¢lasses
simplesmente algebrizadas e f uma aplicagio

(') Abreviatura de ase e 56 sew.




GAZETA DE MATEMATICA

(i

de ¢ em . f diz-se compativel com o par
de leis de composi¢io T, | (definidas em
€ e D, respectivamente) sse, quaisquer que
sejam x,y €€, arelagdo x é componivel com
y em €' implica f(x) é componivel com f(y)
em 2t e f(xTy)=1(x) L f(y). Se f é com-
pativel com T, |, o triplo F = (" f, o)
chama-se homomorfismo de €' em 2% defi-
nido por f. Se f é uma injecgio (resp. so-
brejecgdo), F diz-se um monohomomorfismo
(resp. epihomomorfismo); F diz-se um diho-
momorfismo se for simultineamente um mono-
homomorfismo e um epihomomorfismo. Se f

-1
é uma bijecgdo e f é também compativel com
1,T, F diz-se um isomorfismo de &' sobre
-1
gt (2%,f,e") chama-se isomorfismo inverso
-1
de F e representa-se por F .

F diz-se um antihomomorfisme de €' em
ot gse (€"°,f,7Y) —ou (€',f,21F) —¢ um
homomorfismo; em particular, (ldg) 1=

[

= (e",ide, ") ¢ wm anti-isomorfismo, dito
candénico.

Se F=(",f,?) e G =(2t,g,2) sio
homomorfismos, (7,0 f,6%) é um homo-
morfismo que se designa por homomorfismo
compusto de (' e F' e se representa por Go [
a composi¢gio de homomorfismos é associativa
num sentido que o leitor explicitara facilmente.
Se €' & uma classe simplesmente algebrizada,
Ic:l"-gT—__'—‘(t‘-’*r ,idg,€"), onde idg designa a apli-
cac¢io idéntica de ¢ em @, é um isomorfismo

chamado isomorfismo idéntico de €' ; tem-se
Fo IdeT =Fe ldyo G' = (¢ quaisquer que

sejam o0s homomorfismos F = (€' B 7 R
G =(2',¢4,€). A composi¢io de antihomo-
morfismos, de homomorfismos e antihomomor-
fismos, e de antihomomorfismos com homo-
morfismos define-se de maneira analoga sendo
imediato que o composto de dois antihomomor-

fismos é um homomorfismo e o composto de um
homorfismo com um antihomomorfismo ou de
um antihomomorfismo com um homomortismo é
um antibomomorfismo. Todo o antihomomor-
fismo se pode exprimir unicamente como com-
posto de um anti-isomorfismo canénico com um
homomorfismo (resp. de um homomorfismo
com um anti-isomorfismo canénico). Para todo
o homomorfismo (resp. antihomomorfismo) de

e’ para 2, F=((Id op)gr ) o Fo((Id op),r)
op

é um homomorfismo (resp. antihomo-

morfismo) de €, para 2%,. Se F=(c,f,at)

é nm homomorfismo ou antihomomorfismo e

ace’ (resp. 9 ), a subclasse de @

-1

(resp. @), f(4) (resp.f(€)) designa-se por
-1

I (€) (resp. I'(@1)); se &= |a| escreve-se

-1 -1
F(a)(resp. F'(a)) em vez de I(@)(resp. F'(€1))
sempre que nio exista risco de confusio com

o elemento F (a)=f(a)e? (resp. }vl'(a)z

-1
=f(a)e®, no caso de f ser bijectiva).

Derivigoes : Com as notactes de 1.3,
em vez de dizer que f é compativel com
T, , 6 frequente dizer-se que f define um

homomorfismo de e em 2. A expressio f
define um antihomomorfismo de € em 2* tem

também um sentido claro.

Exercicios: 1.

—(€",f,2) é um homomorfismo, a imagem
-1

reciproca I°(@) de uma parte estivel (resp.

ideal esquerdo, ideal direito, ideal) @ de 27

6 uma parte estivel (resp. ideal esquerdo,

Mostre que, se F=

ideal direito, ideal) de €. Mostre com um
exemplo que a imagem (directa) F (&) de
uma parte estivel de ¢' ndo é necessaria-
mente uma parte estivel de 2!; indique con-
digdes suficientes para que: @) a imagem por

F de uma parte estivel de €' seja uma parte
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estivel de 2!'; &) a imagem por F de um
_ ideal de €' seja um ideal de 9'.

2. Para toda a subclasse @ de uma classe
simplesmente algebrizada €', Inclg, o7 =(a",
incla‘@,GT}, onde inclg o designa a inclasio
candnica de @ em € um monohomorfismo,

i

dito inclusdo de & em ¢,

1.4. Derrxigio. Seja € uma classe sim-
plesmente algebrizada e R wuma relagdo de
equivaléncia em €. Diz-se que R é compativel
com T sse, quaisquer que sejam X,Xx',y,y' €@,
se tem x [ y=x'Ty' (mod. R) sempre que
x=x' (mod. R), y=y' (mod. R), x ¢
componivel com y e X' é componivel com y'.
Se R é compativel com T , a correspondéncia
que, a cada par constituido pelas classes de
equivaléncia de elementos x e y de © tais que
x & componivel com Yy, associa a classe de
equivaléncia de X |y, éuma lei de composigdo
definida na classe quociente €/R que se chama
quociente de T por R e se designa por
T/R; a classe simplesmente algebrizada
(¢/R, T/R) diz-se entdo (classe simplesmente
algebrizada) quociente de eT por R e repre-
senta-se usualmente por ¢'/R.

Exercicios: 1. Seja €' uma classe sim-
plesmente algebrizada e R uma relagio de
equivaléncia em €. R diz-se compativel &
direita (resp. & esquerda) com T sse, quais-
quer que sejam ,x,y€€ tais que x,x
8o componiveis com y (resp. y é compo-
nivel com x,z'), arelagio x=2a' (mod.R)
implica x Ty=2'T y (mod.R) (resp.y Tx=
=y T2 (mod.R)). Mostre que se T esta
definida sobre @, R & compativel com T
sse R & compativel com T & direita e a
esquerda.

2, Com as notagdes de 1.4, mostre que
Tji'{(@/R) é a imagem de Tl(@) pela apli-
cagio (r,y)ee@x<C|—(p(x),¢(y))ee/R x<

>€/R, onde ¢ designa a aplicagio candnica
de @ sobre @/R.

3. Com as notacdes de 1.4, mostre que
R é compativel com T sse R é compativel
com Top e setem To/R=(T/R)p.

1. 5. Exgrcicros: 1. Dada uma classe

simplesmente algebrizada €' e uma relagio
de equivaléncia em € compativel com T,
mostre que ¢ ==(¢",¢,¢"/R), onde ¢ designa
a aplicagiio canbnica de € em €/R, é um
epihomomorfismo dito epikomomorfismo cand-
nico de €' sobre ¢'/R. Verifique ainda que
a passagem ao quociente goza da seguinte
propriedade de factorizagio universal: Se
F=-.(GT,f,53l) é um homomorfismo e xX=y
(mod. R) implica f(x)=1f(y), entdo existe
um e um s6 homomorfismo F = (€"/R,f, %)
tal que F=Fo®. A relagio sr=y (mod.R)
implica f(z)=f(y)» costuma abreviar-se
escrevendo «f (ou F') é compativel com Roa.

2. Mostre que, se F'= (¢',f,9}) é um
homomorfismo, a relagiio de equivaléncia R,
associada a f (que diremos também asso-
ciada a /' e designaremos ignalmente por
Rp)(5) é compativel com ] . Existe entéo
um e um 86 homomorfismo 7'=(¢'/Rz,f,2*)
tal que F'= Fo®, onde ¢ designa o epi-
homomorfismo canénico de € sobre €/Rp;
/7 é um monohomomorfismo.

3. Mostre que se F=(&',f,%!) é um
homomorfismo, para toda a classe @cCe
(resp. aC2 e ADF(9)), Flg= (', fiq,?*)
(resp. o | I"= (:ET,alf,E!*)) ¢ um homomor-
fismo que se chama restrigdo (resp. cores-
trigdo) de I a &@. (Obs.: fj4 designa a
aplicagio & — 2 tal que f| o(x)=f(z) para

(5) Dada uma aplicagio f de uma classe .X' numa
classe ¥, chama-se relagio de equivaléncia associada
a f e designa-se por £, a relagio de equivaléncia
em X tal que, quaisquer que sejam 2 ,ye X, n=y

(mod. By) sse f(x) = [(y)-







