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Introdução à Teoria das Categorias, I 
por A. V. Ferreira { * ) 

Homenagem a Bento de Jesus Caraça 

no XX aniversário da sua morte. 

Esta série de artigos tem como finalidade 

chamar a atenção do leitor de «Gazeta de 

Matemáticas para algumas noçües e resul-

tados básicos de ura capítulo fundamental da 

Matemática, cuja existência provavelmente 

desconhece ( ') . 

A Teoria das Categorias nasceu Lá cerca 

de um quarto de século e teve origem em 

certos desenvolvimentos da Topologia Algé-

brica . Os conceitos de categoria, funtor, 

transformação natural e dualidade de que nos 

ocupamos tio primeiro capítulo deste trabalho, 

foram introduzidos no início da década de 40 

p o r EILENIÍERG e MACLANE e m [õ , G] t e s t o s 

histéricos de notável clareza tjuo o leitor 

encontrará reproduzidoa ([ ] apenas par-

cialmente) neste e no número 109-112 de 

«Gazeta de Matemáticas, na secção Anto-

logia. 

Embora os conceitos que citámos tivessem 

a sua origem numa determinada teoria ma-

temática e se tornasse logo evidente a sua 

aplicabilidade noutros domínios, os progres-

sos da Teoria das Categorias na década 45-55 

foram assás lentos. Pode afirmar-se que o 

desenvolvimento desta teoria se operou ver-

dadeiramente a partir dos anos 55-57 que 

foram assinalados pelo aparecimento de tra-

b a l h o s f u n d a m e n t a i s : BUCHSUÁLÍJI [2], CARTAM 

E EJLENBEBG [4], GROTHENDIECK [9J-

Presentemente, a Teoria das Categorias é 

um capítulo vasto e auténomo da Matemática, 

cuja linguagem e métodos invadiram, e se tor-

naram essenciais à Álgebra, Topologia, Ló-

gica Matemática, Análise Funcional , Geome-

(•} Do Laboratório de Física e En/jenfiaria Nu-

cleares, Sacavém, Portugal . 

( () Turnos em vista especialmente os alunos dos dois 

últimos anos das Faculdades de Ciências e recèra-li-

cenciados. Ao que sabemos, nos nossos cursos univer-

sitários, salvo raríssimas excepções, estas noções não 

são introduzidas e os aspectos funtoriais das teorias 

matemáticas clássicas n ã o s ã o convenientemente 

SA L IE NT A DOS , tl aí resultando, em parte, aquela 

sensação de pite-mèlc, imbróglio, ou simples oportu-

nismo expositivo, <jue tantas vezes nos assalta ao 

folhear textos universitários de conteúdo (eventual-

men te . . , ) aceitável do ponto de vista cientifico. 

L doloroso constatar que num espaça mu i to breve 

será impossível a um licenciado pelas nossaB Facul-

dades, e mesmo á maioria dos docentes, entender a 

mera l inguagem em tjue os textos matemáticos estão 

escritos I Como talar, porém, da ocriseu do nosso 

Ensino Superior, abstraindo do quadro mais amplo 

de estrutura», condicionamentos, interesses,--- , a 

atmosfera sediça acalentadora de todo um heterotro-

fismo arcaico o intelectualmente apoucado, na qual 

o rjrex que temos consentido ser vem vegetando? 
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tria Diferencial , Geometr ia Algébr ica , . , . , 

as quais, por sua vez, contribuem para o seu 

enriquecimento. 

Historicamente, as noções de categoria, 

funtor , transformação natura l , etc., determi-

naram uma viragem na evolução (las teorias 

matemáticas comparável à que originou a 

in t rodução dos conceitos fundamentais da 

Á lgebra , grupo , anel, corpo, etc. 

A nossa exposição constará doa quatro 
capítulos: I - C A T E G O R I A S E F U N T Q R E S ; 
G E N E R A L I D A D E S , I I - C A T E G O R I A S 
ABEL1ANAS. ÁLGEBRA H O M O L Ó G I C A , 
T i l - E S T R U T U R A S E C A T E G O R I A S , 
I V - C O H O M O L O G I A 

A ampl i tude dos temas a desenvolver o as 

dimensões de G . M. impõe-nos naturalmente 

uma certa sobriedade que o leitor compre-

enderá e compensará com uma série de ini-

ciativas pessoais a que deixamos porta aberta 

presque partout no texto. Considerando a 

matur idade que o leitor, a quem este trabalho 

pode interessar, certamente possui, é possível 

que o tipo de exposição adoptado se revele 

part icularmente eficiente. 

O cap. I e as duas primeiras secções do 

segundo, de carácter propedêutico, contêm 

aquela acumulação primit iva de noções e 

resultados (alguns dos quais deveremos gene-

ral izar posteriormente) que toda a teoria deste 

género necessariamente comporta . O con-

teúdo destas partes do texto será constan-

temente usado no seguimento, em gorai , sem 

monção especial e, atendendo ao carácter ele-

mentar dos resultados, a justif icação de uma 

grande parte destes é deixada ao cuidado do 

leitor, destinando-se as poucas demonstrações 

incluídas a evitar dificuldades de ordem psi-

cológica. A leitura das restantes secções do 

cap. [X não ó estrita menta necessária à com-

preensão do cap. I I I , pressupondo, contudo, 

o cap. I V o conhecimento da goneralidnde dos 

resultados anteriores. Oa exercícios que pro-

pomos, quando não so destinem meramente a 

sensibilizar o leitor em relação à matéria ex-

posta, contêm complementos importantes, por 

vezes indispensáveis a uma correcta compre-

ensão do texto e são, nesta hipótese, de reso-

lução simples. 

As obras [3, 8, 10] da bibliografia abaixo 

indicada são introduções à Teoria das Cate-

gorias que recomendamos vivamente ao leitor, 

EIIREKMANX [T], cuja pág. V se encontra re-

produzida na secção Anto log ia do X.°109-112 

da aGazeta de Matemát icas , desenvolve a 

Teor ia das Categorias com vista mormente a 

aplicações nos domínios da Aná l ise e da 

Geometr ia . 

Nestas obras o leitor encontrará mencio-

nada a bibliografia mais relevante. 

Optámos por uma posição heterodoxa em 

relação à bibliografia o mesmo, por vezes, 

ao nosso ponto de vista pessoal com o intuito 

do fornecer ao leitor um texto l imparc ia l» 

de maneira a facilitar-llie a compreensão de 

trabalhos concebidos de pontos de vista e 

para finalidades diferentes. Procurámos toda-

via evitar uma exposição invertebrada certos 

de que bem pior do que adoptar uma atitude 

dogmática (e, portanto, intelectualmente fe-

chada) seria apresentar um texto amorfo (e, 

portanto, irracional) . 

Procuraremos elucidar o leitor sobre os 

problemas fundacionais da teoria das catego-

rias num A pcodice; tio corpo do trabalho 

limitamo-nos a usar os circunlóquios habituais 

que, esperô-mo-lo, despertem no leitor uma 

ideia intuit iva do assunto. 

B I B L I O G R A F I A 
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I — C A T E G O R I A S E F U N T O R E S ; G E N E -
R A L I D A D E S 

I . C i a s s e s s i m p l e s m e n t e e l g e b r i z a d a i . 
Seja <2 uma c l a s s e (não necessariamente um 

conjunto)( 2 ) , Uma lei de composição (interna) 

definida ern <2 é uma apl icação T de uma 

subclasse de <? X @ em S . Se o domínio 

de é S x ^ i diz se que T ó uma lei 

de composição definida sobre i? ou uma ope-

ração (binária) entre elementos de <?. U m a 

ciasse simplesmente algebrizada ó um par 

( e j T ) , que designaromos abreviadamente por 

e T . cuja primeira coordenada é uma classe 5 

e cuja segunda coordenada é uma lei de 

composição definida em £ . Seja uma 

classe simplesmente algebrizada. A subclasse 

T (<=) de e x < ? diz-se classe dos pares com-

T - i 

poníveis de (ou em) e ; se (a-, y) e T t e ) • 

i . e . se te é componível com y,~\~(x,y)t que 

representaremos nsualmente por x^Ç y, cha-

ma-se COÍTJ/JOSÍO de x e y ou composto de x 

com y. s diz-se classe subjacente a £ e 

empregaremos frequentemente o abuso de 

l inguagem que consiste em escrever xe<S , 

& CZ eT em vez de «£T é uma classe simples-

mente a l g e b r i z a d a e k ê é , £ 1 c 2 > . Se 

I 

a ( < ® C e , designará a subclasse de 

constituída pelos y tais que ye& 

e x é componível com y . Para evitar um 

excessivo purismo de notação, escreveremos 

í iT 1® ( r e s p . í i T ^ ) se & = [aj (resp. = j£>|) 

sempre que não exista risco de confusão (5). 

Suponhamos S c * ? 1 . Se 

£1 T a C a (resp, et cz 3 , £l~j~(?c: a ) , 

£1 diz-se uma parle ou subclasse estável (resp. 

ideal esquerdo, ideal direito) de ; se St é 

simultaneamente um ideal esquerdo e utn 

ideal direito, & diz-se um ideal de ÊT . A in-

tersecção de uma família de partes estáveis 

(resp. ideais esquerdos, ideais direitos, ideais) 

de ó uma parte eBtável (resp. ideal es-

querdo, ideal direito, ideal) de e 1 . E m par-

ticular, a intersecção das partes estáveis 

(resp. ideais esquerdos, ideais direitos, ideais) 

de CT que contem uma subclasse St de <2 

diz se subclasse estável (resp. ideal esquerdo, 

ideal direito, ideal) gerada por Q em <2T e 

designa-se por (resp. [ t f ^ , « J - j , [«JeT) 

ou mais simplesmente, se não houver risco 

de confusão, por st (resp. [ei, O], [Cf]). 

EXERCÍCIOS : 1. Considere exemplos con-

cretos de classes simplesmente algebrizadas 

eT e de classes a , ® C <?T ; calcule & T • 

Mostre que p o d o ter-se ( £1X £1) Q =f= 

2. Considere exemplos concretos de clas-

ses simplesmente algebrizadas £ r e classes 

( !) Ver Apüodice no lim do trabalho 

(>) Naturalmente, 3 própria notação é! 7 J5 pode 

dar lugar a confusões. O leitor facilmente se aperce-

bera deste facto se considerar a lei de composição (J 

no conjunto das partes de &(E) onde ff(E) designa 

o conjnrito das partes de nm conjunto E ; a notação 

4 | J / í | / l , l í C «S>(J?(E)) ê ambígua. 
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tï C ; d e t e r m i n e tf ,T , [tf.T , , [tf]^.T, 

Dada «ma classe simplesmente algebrizada 

eT e tf (Z com um único elemento, deter-

mine , [â T , Qj^f e [tf J j ; generalize. 

Damos seguidamente cinco definições de 

enorme importância que o leitor (famil iarizado 

com as estruturas algébricas clássicas de 

grupo, anel, espaço vectorial, etc. cf. J . S . 

GCELÎKELRO, Curso de Matemáticas Gerais, 

Lisboa 19í5S; IÎ. GODEMËXT, Cours d'Algèbre, 

Taris 19133- ; ou, a nível mais a v a n ç a d o , 

BOURBAKI, Algèbre, ch. 1, I I ) certamente 

achará naturais e exemplificará adequada-

mente. 

I . 1. DEPKÍIÇÃO. Dada uma clause sim-

plesmente algebrigaãa e uma parte íl de 

3, chama-te subclasse simplesmente algebri-

zada de definida por tf, a classe simples-

mente algebrizada (STjTgj) onde T^ désigna 

a lei de composição definida em tf tal que, 

quaisquer que sejam x , y e tf , ( i ) x é compo-

nível com y s s í ( 4 ) ( x , y ) e T O 9 ) e (ii) xT(jJ = 

= x ' f y . Tgi diz-se lei de composição indu-

zida por eT em tf. Utilizaremos frequente-

mente o abuso de notação que consiste em 

designar ( t f . T ^ ) por tfT . Tem-se T t 7 í
47) = 

-1 r 
= T ( a ) n ( a x û ) . Se tf é estável em £ , 

a condição (í) pode substituir-se por «x é com-

T 

povivel com y sse ( x , y ) 6 T ( L Î ) > e tf diz-se 

então uma subclasse simplesmente algebri-

zada estável de ; se O é um ideal (resp. 

ideal esquerdo, ideal direito) de , tfT diz-se 

um subldeal or( subclasse simplesmente alge-

brizada sobressaturada (refp. subideal es-

querdo, subideal direito) de £T . 

1. 2. DEFIXIÇAO. Dada uma classe sim-

ples men te algebrizada chama-se classe 

simplesmente algebrizada oposta a ST e de-

si;/na-se por is10" ou <£p a classe simples-

mente algebrizada , Top) onde ToP desi-

gna a lei de composição definida em £ tal que, 

quaisquer que Sfjam x , y e £ , (i) x é compo-

nível com y sse ( y , x ) e J (£) e (ii) x Top y 

o,, diz-se lei do composição oposta = y - x , 

a T . 

Natura lmente , e T w ° p = £ J . É também 

claro que se tf C s , | Dp (tf) é a imagem 

de T ( t f ) pela simetria canónica de 2 X í 

(que associa a cada par (J? , ff) o par 

Nestas condições, é fácil de verificar que 

(tf ,T í l° !>) = (tf -Ta i ^ ) e o símbolo tfTop tem 

um sentido claro. Vê-se também facilmente 

que tf é estável em sse tf é estável em 

eT"p , £t é um ideal esquerdo de íT sse tf 

é um ideal direito de ^Tüp , tf ê um ideal de 

iíT sse tf é um ideal de eTup , 

A relação que associa a cada classe sim-

plesmente algebrizada a sua oposta é uma 

dualidade na teoria das classes simplesmente 

algebrizadas (cf. Apêndice no fim do art igo) : 

toda a noção ou enunciado a respeito de uma 

classe simplesmente algebrizada se dualiza 

numa co-noçdo OU co-enunciado; se um enun-

ciado ó vál ido para todas as ciasses simples-

mente algebrizadas, o enunciado dual ou 

co-enunciado é vál ido para todas as classes 

simplesmente algebrizadas. 

De acordo com o que precede, a noção 

jdeal direito ó a noção dual ou co-noção de 

ideal esquerdo e as noções parte estável e 

ideal são autoduais. 

O uso de princípios de dualidade permitir-

•nos à frequentemente abreviar a exposição. 

1 .3. DEFINIÇÃO. Sejam e1
 e 21 classes 

simplesmente algebrizadas e f uma aplicação 

(*) Abreviatura de «se e só se». 
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de C em S1. f diz-se compatível com o par 

de leis de composição T , 1 (definidas em 

2 e í>, respectivamente) sse, quaisquer que 

sejam x , y 6 Ê , a relação x é coniponivel com 

y em S r implica f (x ) ê componivel com f (y ) 

em 2 1 e f (x J y) = f (x) 1 f (y ) . Se f ê com-

patível com Ti_Li 0 triplo F = (3 , f , í?1) 

chama-se homomorfismo de em í 1 defi-

nido por f . Se f é uma injecção (resp. so-

brejeeçãó), F diz-se um mooohoinomorf ismo 

(resp. ep ihomomorf ismo); F diz-se um diho-

momorfismo se for simultãneamente um mono-

homomorf ismo e um epihomomorf ismo. Se f 

-I 
é uma bijecçcto e i é também compatível com 

J_ , T , F diz-se um isomorfismo de £T sobre 

-i 

S 1 , ( 9 1 , f ,ÔT ) chama-se isomorfismo inverso 

de F e representa-se por F -

F diz-se um ant ihomomorf ismo de íT em 

V1 sse (J*9 J,?1) - ou um 

homomorfismo ; em particular, (I d op) j = 

£ 

= ( 2 t , i d g j ^ T o p ) é um anü-isomorfismo, dito 

canónico. 

Se • F - < « T , / , ® 1 ) e G = ( ^ , ' J , ^ ) são 

homomorf ismos, (£ , y o 

ó um homo-

morfismo que se designa por homomorfismo 

composto de Ge F e se representa por G°F; 

a composição de homomorfismos é associativa 

num sentido que o leitor explicitará facilmente. 

Se eT é 

uma classe simplesmente algebrizada, 

IdgT = (i3T , id,?, , onde ide designa a apli-

cação idôntica de i3 em <2, é um isomorfismo 

chamado isomorfismo idêntico de <íT; tem-se 

Fo I d T = F e Id ,T o G = G quaisquer que 

sejam os homomorf ismos F = ( £ T , / , -J1) e 

G = ('i"1, g , fiT). A composição do antihomo-

morfismos, de homomorf ismos e aotihomomor-

fismoa, e do autihomomorfismos com homo-

morfismos deline-se de maneira análoga sendo 

imediato que o composto de dois ant ihomomor-

fismos é um homomorfismo e o composto de um 

homorlismo com um aoti í iomomorfismo ou de 

um antihomomorfismo c omum homomorf ismo 6 
um antihomomorfismo. Todo o ant ihomomor-

fismo se pode exprimir unicamente como com-

posto do um anti-isomortismo canónico com um 

homomorfismo (resp. de um homomorf ismo 

com um auti-isomorfismo canónico). Para todo 

o homomorfismo (resp. ant ihomomorf ismo) de 

eT para F = ( ( Id op) T ) = F< ( ( Id op) T) 
op 

ó um h o m o m o r f i s m o ( r e s p . antihomo-

morfismo) de ÊJJ para . Se = 

é om homomorfismo ou ant ihomoiuorf ismo e 

O C (resp. G C - ' 1 ) , a s u b c l a s s e de S 

-i 

( resp . í ? ) , / ( a ) ( r e s p . / (& ) ) designa-se por 

-t 
/ ' ( ^ ( r e s p . F(S))\ se <3 = |<j| escreve-se 

F(a) (resp. F(a)) em vez de F(Sl) (resp, F(&)) 

sempre que não exista risco de confosão com 

o e l e m e n t o F (a) =f(a) e 9> (resp. F(a) = 

=f(à)e e , no caso de f ser bijectiva). 

DEFINIÇÕES: Com as notações de 1 , 3 , 

em vez de dizer que f é compat ível com 

T i ,L ) 6 frequente dizer-se que f define um 

homomorfismo de ® em t i 1 , A expressão f 

define um antihomomorfismo de CT em i?1 tem 

também um sentido claro. 

EXERCÍCIOS : 1 . M o s t r e q u e , se F = 

— é um homomorf ismo, a imagem 

recíproca F{p) de uma parte estável (resp. 

ideal esquerdo, ideal direito, ideal) £1 de 3> 

é utna parte estável (resp. ideal esquerdo, 

ideal direito, ideal) de <íT. Mostre com um 

exemplo que a imagem (dirocta) F (£t) de 

uma parto estável de eT não ó necessaria-

mente uma parte estável de ; indique con-

dições suficientes para que: o) a imagem por 

F de uma parte estável de seja uma parte 
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estável de S»1; b) a imagem par F de um 

ideal de <íT seja um ideal de í 1 . 

2. Para toda a subclasse tf de uma classe 

simplesmente algebrizada CT , I n c l ^ ^ T ^ f Q 7 , 

i n e l g > s j ? ) , onde incl i 7 i i 3 designa a inclusão 

canónica de tf em £ um monohomorf ismo, 

dito inclusão de tf em £ r . 

1. 4, DEFINIÇÃO. Seja Í"T uma classe si>n-

plesmenie algebrizada e E uma relação de 

equivalência em <?. Diz-se que R i compatível 

com T" sse> quaisquer que sejam x , x' , y , y1 

se tem x T y = x'~j' y' (mod . E ) sempre que 

x = x' (mod . R ) , y = y' (mod . E ) , x é 

componivel com y e x1 é componivel com y'. 

Se E é compatível com T ) " correspondência 

que, a cada par constituído pelas classes de 

equivalência de elementos x e y de S tais que 

x é componivel com y , associa a ciasse de 

equivalência de x j y , é uma lei de composição 

definida na classe quociente <?/R que se chama 

quociente de T por R e se designa por 

T / E ; a classe simplesmente algebrizada 

( S / R , T / E ) diz-se então (classe simplesmente 

algebrizada) quociente de £T por R e repre-

senta-se usualmente por ST/R . 

EXERCÍCIOS: 1. Seja ST uma classe sim-

plesmente algebrizada e E uma relação de 

equivalência em <?, R diz-se comjiatirel à 

direita (resp. à esquerda) com T sse, quais-

quer que sejam x , x ' , y e S tais que a:, J?' 

são componíveis com y (resp. y é compo-

nível com x , a:'), a relação x = x (mod. R ) 

impl ica x ~J y a:' ~J y (rood. R ) ( r e s p . ^ T ^ = 

= x' ( m o d . R ) ) . Mostre que se T está 

definida sobre R ó compatível com T 

sse R é compatível com T à direita o à 

esquerda. 

2. Com as notações de 1 . 4 , mostre que 

-i 

T / R ( ® / R ) é a imagem de T (<?) pela apli-

cação ( j , y) e<Bx e| —»- (<p(a;) , <f(y))ee/R x 

X S / R , onde <f designa a apl icação canónica 

de fi sobre <?/ R . 

3. Com as notações de 1 . 4 , mostre que 

E è compatível com T sse E é compatível 

com Top e se tem T o P / E = (T/R)n P • 

1 . 5 . EXERCÍCIOS : 1 . Dada uma classe 

simplesmente algebrizada GT a uma re lação 

de equivalência em s compat ível com , 

mostre que O = (e , tp, £ J / F ) , onde ® designa 

a aplicação canónica de S em <?//?, ó um 

epi l iomomorfismo dito ep iho m o morfismo canó-

nico de ST sobre ^ j l t . Verif ique ainda que 

a passagem ao quociente goza da seguinte 

propriedade de factorização universal : Se 

F =• (2 t , f , í 1 ) è um homomorfismo e x = y 

(mod. IÍ) implica f ( x ) = f ( y ) , então existe 

um e um só homomorfismo F = (ST /E, f , 9 1 ) 

tal que F = F ° < I ) . A relação *x=y (mod . i ? ) 

impl ica f (x) •= f (i/)d c o s t u m a abroviar-se 

escrevendo tf (ou F) é compatível com R » . 

2. Mostre quo, se F = , / , 2»1) é um 

homomorf ismo, a relação de equivalência fíf 

associada a f (que diremos também asso-

ciada a F e designaremos igualmente por 

/?/-)(5) é eompatlvel com T • Existe então 

um e um só homomorf ismo F= (S1/ RF 

tal que F = F o <I», onde <1» designa o epi-

bomomorf ismo canónico de <2t sobre e J / R F ; 

F ó um monol iomomorf ismo. 

3. Mostre que se F = (<2T , / , é um 

homomorf ismo, para toda a classe S c ^ 

(resp. tf<-3 e tf 3 ^ ( 6 ) ) , £ a V | e 

(resp. ^ \F = (íT , i / , tf1)) é um homomor-

fismo que se chama restrição (resp. cores-

trição) de F a tf. (Obs . : f i g designa a 

apl icação AT—*-S) tal que j) para 

(5) l iada uma aplicação / de uma classe X numa 

classe 1", cliarea-se retaçilo de equivalência associada 

a f e designa-se [ior Rt a relação de equivalência 

em A" tal que, quaisquer que sejaui x ,'j e X ,x~y 

(mod. Ii,) õse / ( x ) — f(y) . 
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todo o XG& , designa a apl icação i? —> £1 

tal que a\f(x)~f(x) para todo o x e f ) . 

4. S e j a ( t 1 ^ , ® 1 ) um homomorf ismo. 

Com as notações da 2 e 3, so i nc l / ^ j ( ^ de-

signa a inclusão canónica de f ( ê ) , em 

tem-se 

os factores do segundo membro , que se diz 

decomposição canónica de , f , f 1 ) , são, 

respectivamente, um monohomomorf ismo, um 

dil iomomorfismo e um epihomomorf ismo. E m 

geral o dibomomorfismo intermédio da de-

composição canónica não é um isomorfismo. 

1,6» DEFINIÇÕES: 1 . S e <?T è uma classe 

simplesmente algebrizada e / ó uma injec-

ção de S em ® , a correspondência que, a 

cada par tal que se tenha x=/(x'), 

y=f(y) para algum par {x',y') de elementos 

componlveis em Ét , associa o elemento de 

^ i / ^ T y ) , é uma lei de composição em 3> 

que se chama imagem (directa) de T por f 

e se designa por / ( T ) ; ®'<T) diz-se então 

(classe simplesmente algebrizada) imagem (di-

recta) de eT por f . O triplo F = ( e T ,ftsSm) 

ó um monohomomorf ismo e, se f é bijec-

tiva, F é um isomorfismo. A lei de compo-

sição / " (T ) pode caracterizar-BO do seguinte 

m o d o : Se J_ è uma lei de composição em ®, 

(S7,^,®*) é um homomorfismo sse , id^,®1) 

é um homomorfismo. Mais geralmente, se f 

è uma apl icação de e em ®, existe quando 

muito uma lei de composição G em S> tal 

que, para qualquer lei de composição J_ 

em ® , (£T , / , ó um homomorfismo sse 

( ® ® , id.?), 5"1) é um homomorf ismo. Se existe 

O satisfazendo esta condição, T diz-se (di-

rectamente) transportável por /', Q designa-se 

por / ( T ) e recebe ainda o nome de imagem 

(directa) de T for f\ 9 / < T ) chama-se tam-

bém (classe simplesmente algebrizada) imagem 

(directa) de eT por f . 

1'. Seja uma ciasse simplesmente alge-

brizada, ® uma classe e f uma in jecção de 

9 em 2 . A correpondêQcia que, a cada pa r 

( j ; , £ ) e ® X ® satisfazendo a condição f ( x ) 
é componível com f(y) em e f (x)T f Q/) 

ef(~)i associa o elemento s de ® tal que 

f(z) = f(x) T f ( y ) , é uma lei de compos ição 

em ® que se chama imagem reciproca ou in-

- i - t 
versade T por f e ao designa por / ( T ) 5- r (T> 

diz-se (zlasse simplesmente algebrizada) imagem 

reciproca ou inverta de fiT por f . O t r ip lo 
- r 

é um monohomomorf ismo e, 

se f é bijectiva, F é um isomorfismo. A lei 

de composição / ( T ) pode caracterizar-se do 

seguinte modo : se J_ & uma lei de composição 

em ®1 ,_/', £t) é um homomorfismo sse 
—i 

(©*, ict^ , s / é um homomorfismo. Mais ge-

ralmente, se f è uma apl icação de ® em 

S , existe quando muito uma lei de compo-

sição © em 9 tal que, para qualquer lei de 

composição J_ em í ® 1 , / , ^ } ó um homo-

morfismo sse 

( 5 a , id ;? ,® 0} é um homomor-

fismo. Se existe © satisfazendo esta cond ição , 

T diz-se reciprocamente ou inversamente trana• - I 

portável por f , 0 designa-se por / ( T ) 0 

recebe ainda o nome de imagem recíproca ou 
inversa de T por f ; ' c!iama-se t ambém 

(classe simplesmente algebrizada) imagem recí-

proca ou inversa de por f . 

1. 7. EXERCÍCIOS: 1. Seja £T uma clasBe 

simplesmente algebrizada. Se R é uma rela-

ção de equivalência em G, mostre que 

é transportável pela aplicação c a n ó n i c a 

í : 2 - í / R sse R é compatível com "J" e 

que, nesta hipótese, se tem ç (~[~) •= T / R • 

Se f é uma aplicação de s numa classe ® , 

T é directamente transportável por f sse 
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R f é compatível com T ; nesta hipótese, se 

® designa a apl icação canónica de & sobre 

'S/R/ e f é a aplicação tal tjue 

/ = / o < p , tem-ie / ( T ) = / ( T / ^ ) e p o ^ e 

afirmar-se que ( Ê T / R f , f , f é um iso-

morfismo. 

1'. Seja e J uma classe simplesmente alge-

brizada. Se tf é uma parte de £ , T é inver-

samente transportável pela inclusão canónica 

- I 
de tf em i n c l ^ . g , tendo se i nc I f feCT) = 

= T • Se f è uma apl icação de uma classe 

? em 3 , e T é inversamente transportável 
- i =i 

por / , tem-se / ( T ) = / & \/( f / ^ O e, para 

cada fid® tal que / ( £ ) = / ( £ > ) e / s seja 

injectiva, f defino nm isomorfismo de S*(T) 

sobre , Ind ique uma condição necessá-

ria e suficiente para que ~f aeia inversamente 

transportável por f . 

2. Seja Cr uma classe simplesmente alge-

brizada e / uma aplicação de S em S> (resp. 

9 em e) tal que T ó directamente (resp. in-

versamente) transportável por f . Mostre 

que, se f x f designa a extensão de / a 

í X 5 (resp. í? X ' ? ) , Í. e. a aplicação *• 

—-k-^Xí (resp. í x ^ — > £ • > < £ ) que associa 

11 {*,yh ( / ( « 0 ' / ( j Õ ) > e a t a ° 

/ ( T ) ( » ) = / X - / ( T ( e ) ) (resp. / ( T ) (?) = 
= ( / ( ? ) ) ) ) • 

Top é d i r e c t a m e n t e (resp. inversamente) 

transportável por f e / (Tup ) = / ( T ) q P (resp, 

/ (Top) = / (T)op) • 

3. Com as hipóteses e notações de 2, se 

g é uma apl icação do 9 em £ (resp. S 

-i 
em i?) o / ( T ) (resp. / ( T ) ) é directamente 

transportável por g (resp. / ( T J inversa-

mente transportável por g), T ó directa-

mente transportável por g °f (resp. inversa-

mente transportável por f o g) e (g ° / ) ( T ) = 

= ? ( / ( T J ) (resp. ( / ° V ) ( T ) = ? ( / ( T > ) . 

Como aplicação demonstre o principio da 

transitividade das subclasses e classes quo-

cientes (simplesmente algebrizadas) (®). 

O B S E R V A Ç Ã O : S e ( T ? 1 , / , ? 1 ) é u m h o m o -

morfismo, T é directamente transportável 

por f mas não é, em geral , inversamente 

transportável por / ; não existe uma duali-

dade perfeita entre as propriedades das no-

ções directamente transportável e inversa* 

mente transportável. 

1 . 8 . DEFINIÇÃO. Seja (e]1)^: uma famí-

lia de classes simplesmente algebrizadas e 

<? o produto J^Jfij. A correspondência que, 

( E i 

a cada par ( ( x i j i . t , ( j*i)tei) de elementos de 

3 tal que, para lodo o i e I , x, è compo-

nível com yi em ^f1 , a suo cia o elemento de 

S , ( * iT iy i ) i » t * ^ uma lei de composição ~J 

definida em S que se chama produto da famí-

lia (Tr)iei e se designa por J^Ti; diz-se 

U í 
então (classe simplesmente algebrizada) pro-

duto da família ( ^ ' ) j 6 i e representa-se por 

i k -

E X E R C Í C I O S 1 . C o m a s n o t a ç õ e s d e 1. 4 , 

mostrar que TO 3 ) ^ a imagem de J | T . ( e i ) 

tf i 

pela bijecção canónica 

d e N C E ' X I ? ' ) A O , B R C > ( N ^ X I N « ' * * 

Se £1T li subclasse {roap. quociente) rle fi)* e jB^ 

r àukulasae (resp. quociente) de Cl ^ subclasse 

(resp. quociente de e © ) . 

8 

i <-1 
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2. Com as n o t a ç õ e s de 1. 4, tem-se 

<?Top = X I (efi®P) . 
i ti 

1 . 9 . EXERCÍCIO: Seja uma famí-

lia de classes simplesmente algebrizadas e 

ST o seu produto. Designando, para cada 

J c z l , pr./ a ./-projecção c a n ó n i c a de 

3 = J " J <?i (7) , demonstre as afirmações que 

i i / 
seguem: 

1. Para cada Jczl, P r j = ( e T , pr. , , H 

jej 

é um homomorf ismo que se diz Jprojecção 

canónica Ae> eT ; se J=\j\ escrevemos Prj 

em vez de Pr,r e j-projecçao canónica em 

vez de ./-projecção canónica, identificando 

!^ SJJ com SJJ como ó usual (sempre que 

JeJ 

não haja risco de confusão). CT goza da se-

guinte propriedade de factorização universal : 

Se í 1 é uma classe simplesmente algebrizada 

e, para cada i e l , = (91 , / f , s]í) è um 

Aowiojnor/i"smo, etitão existe um e u?n só homo-

morfismo F = , f , e T ) tal que, para cada 

i e l , Fí^PtíoF-, F desigDa-se por X , 
u i 

podendo verificar-se que f á a aplicação 

X / i tal que Se 

ui 

e, para cada i e l , Fi ( â " 1 ' , f i , B ó um 

homomorf ismo, existe um e um só homomor-

fismo F = ( íT 1 , / , eT) tal que, para todo 

l e i , Pr , o F = Fi o Pr( (Pr', ó a t-projecção 

de í 1 ) ; F designa-se então por X I i 

iél 

podendo verificar-se que f á a apl icação 

X I / Í tal que (x,)UI\-i-(fí(xl))Uí, Sob bi-

1 6 / 

póteses óbvias, podem demonstrar-se relações 

do t i p o : (x Fi) a G ~ x Fi a G , (TT F{) o 
ii I iel A 

2. Se J c z l , T é transportável por 

pr./, tendo-se, em geral , X I T j p r j ( T ) -

js J 

Se, p a r a t o d o o i e l , ej1 = ei1 e A 

designa a aplicação diagonal de £1 em e( 8 ) , 

X é transportável por AÍ7 e tem-se A ( j _ ) = 

= o monoho mo morf ismo I e c 1 £ = ( £ 1 t , 

chama-se inclusão canónica de Cl1 em 

eT = (&ly. 
3. O produto de classes simplesmente 

algebrizadas goza da seguinte propr iedade 

de transitividade dita propriedade associativa-. 

se s = é uma part ição de / ( 9 ) e a 

designa a bijecção canónica, induz ida por S , 

de 

X X ^ «obre XX < I I e . ) ( 1 0 ) > 
iel X 8 A ' 6 j ; 

O K ^ n c r K ' » 
(6/ isj^ 

ó um isomorfismo que se diz isomorfismo 

canónico (induzido por í ) . 

Tem também lugar a seguinte propriedade 

comutativa : se x ó uma bi jecção J -+• I 6 X 

designa a bijecção canónica induzida por x. 

de X I 8 ' s o b r e n & O l ( " } í 

ie / jsJ 

I c / jtJ 

è um isomorfismo que se diz isomorfismo 

canónico induzido por r.. 

(') Aplicação que associa a cada ( i , ) , e í de fi> 

(x,) ieJ em n e,. 
i6J 

(s) Aplicação que associa a cada x de £í a famí-

lia de e, = (^i)ie / ta! que xt = x para todo o 

i e l . 

(') i. e. U = / e, quaisquer que sejam X,(i6A, 
X t A. 

J\ n . ^ 0 sse x — i* , 

(li) Tal que <r ((*;),„,) = {&)» . ^ J X * A • 

(O) Tal que * ({* , )« , , ) - {»«„ ) ) ( « . 

C 

ie J 
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4. Se, para cada i e l , R ; 6 uma relação 

de equivalência compatível com T i , desig-

nando por R a relação de equivalência 

^ R ; (t. e. a relação de equivalência em 

it i 

J J f i ; tal que { x í ) i s I = { y l ) i t I (mod. R ) sse 

ie t 

a:; = y , ( m o d . Ri) para todo o í e / ) , R é com-

patível com T = I T T í e (Hí®! ' /R t ) , f , a T / R ) , 
i e l 

onde T representa a bijecção canónica de 

X I ( e i / R í ) sobre <?/R( l a ) , è um isomorfismo 

iel 

que se diz canónico. 

OBSERVAÇÃO. O leitor famil iarizado com a teoria 

das estruturas de BOUKBAKI (cf. BOCHUAEI, Tbéorie des 

ensembles, ch. 4) notou, por exemplo, que os pro-

dutos e subclasses simplesmente algebrizados são 

do t ipo estrutura inicial enquanto o quociente é do 

t ipo estrutura final. Numa secção posterior dare-

mos urna noção de estrutura e espécie de cstrutura-

Do ponto de vista em que nos colocamos, a teoria das 

estruturas é posterior à teoria das classes simples-

mente algebrizadas, dependendo logicamente desta. 

A n&ção de coproduto (directo) podo intro-

duzir-se do seguinte modo : se UsJ' ) í e / é uma 

família de classes simplesmente algebrizadas e 

E designa a reunião disjunta da família 

= ( J S jx| í ] , a correspondência T qu^j 

iel lei 

a cada ((as, i ) j (y e E X S tal que i = j e 

aí é componível com y em <?!' , associa 

( ( ^T í J í ) ) 0 6 & uma lei de composição em 

<?T é o coproduto da família ((Sp),-.; e 

T representa-se por J J T I - Tem-se 

IE I 

— [J i n c l . X i n c l i t T . ) ^ ) onde. para cada i e l , 
iel 

incl; designa a injecção canónica e i—*-U<? í 

16/ 

( t a l q u e x | — ( a ; , i ) ) . 

Deixamos ao cuidado do leitor enunciar & 

estabelecer as propriedades desta noção que 

correspondem (por certa dualidade) às pro-

priedades do produto. 

2 . N e o c e t e g o n e s e R e o f u n l o r e s . G r a -
fos e D i a g r a m a s . 

Seja £ t uma classe simplesmente algebri-

zada. U m elemento u de £ diz-se idempo-

tente (em Ê t) sse u é componível com u e 

u~í~u = u. u 6Ê diz-se uma identidade (em 

e ou de S T ) sse é idempotente e, para todo 

o a relação x ó componível com u 

(resp. u ó componível com ar) em implica 

j ; T u = j ; (resp. i i T a r = a ;)* Se ti e a1 são 

identidades em e w é componível com u', 

tem-se naturalmente « = n T i i l - u. Em par-

ticular, se T está definida sobre e , duas 

identidades quaisquer em ST são iguais; uma 

identidade em ST diz-se então um elemento 

neutro em £ T . A subclasse de 5 constituída 

pelas identidades de <3T designa-se por êJ e 

considerar-se á ou não munida da operação 

induzida por consoante o contexto (o risco 

de confusão ó naturalmente insignificante para 

o leitor a tento ! ) . Se não houver prejuízo 

da clareza da exposição, abreviar-se-á 

para fio. Tem lugar a seguinte propriedade 

de associatividade : 

2 . 1 . PROPOSIÇÃO. Se U , U ' E < ^ e x e e T , 
os seguintes enunciados são equivalentes: 

{») (u T x) T u' tem sentido, (ú*) u T (x T u') 

tem sentido, ( i i i j u T x tem sentido e x T u' 

tem sen tido; em qualquer destas aituaçOet 

tem-se (u T x) T u' = x = u T ( x T «') - Tem-se 

ainda (it T G ) T o' = u T ( ^ T u ' ) = u T <?T u\ 

C3) Se (ÊJÍ); B j e N ( A / B . ) . - ( ( A ) Í . / ) é a classe de 
itf 

equivalência mod • Ji de qualquer II S 
C l / 

que i , e para todo a i e l . 

d 
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DEM. ( I)=>(I I ) . Suponhamos que ( «T^OT^ ' 

tem sentido; isto significa, naturalmente, que 

u é componivel com o; e u # = ^ é com-

ponível com u', Como x T tt' = x e u ó 

componivel com x , m J f i T i í 1 ) tem sentido 

como pretendíamos. 

(ii) =) (iü) e (iii) => ( í ) ficam ao cuidado do 

leitor. A relação = x = u f ( a ? T « ' ) 

é evidente. Resta-nos pois verificar ( w T e ) T « ' = 

= W T ( S T U ' ) 0 qu® 6 difícil se obser-

varmos que a relação d W é componivel com 

y e y é componivel com u! » é equivalente 

a j / e ( « T e ) T t í ' e a j e a T ^ T " ' ) ' I 

OBSERVAÇÃO. As noções elemento idem-

potente e identidade numa classe simplesmente 

algebrizada são autoduais. 

x e s diz-se regular à esquerda (em £T) sse, 

quaisquer que sejam y,ze£, a relação x é 

componivel com y , x é componivel com z 

e x~Yy = x~\'z impl ica y = z . Dua lmente , 

x dir-se-á regular à direita (em £T) sse, 

quaisquer que sejam y , z 6 <2, a relação y é 

componivel com x, z é componivel com x 

e yT x = zT x impl ica y = z. Se 2; é si-

multaneamente regular à esquerda e regular 

à direita, x diz-se regular (em Ê t) • 

Usaremos também a convenção que con-

siste em escrever x é um reciproco de y à 

esquerda em ou y é um reciproco de x à 

T -1 
direita em S em vez de e 

x T y b sj • dado x e , se existe y s & tal 

que y é um recíproco de x â esquerda (resp. 

direita) em £ T , x diz-se uma unidade es-

querda (resp. direita) em ÊT . Escreveremos 

ainda j x, y j é uma reciprocidade em 

-1 

em vez de (a1, y), (y ,x)e TO 5 ) 0 x T y 1 

y~{xeG\\ dado arei?, se existe j e ® tal 

que \x,y\ é uma reciprocidade em e T , a? 

diz se uma unidade em £ e y um recíproco 

de X em £ t . A subclasse das unidades 

em £ t designa-se por e considerar-se-á 

munida ou não da lei do composição induz ida 

por ST consoante o contexto, eventualmente 

abreviar-se-á para U m a subclasse £1 de <2 

diz-se saturada sse fif S J C ^ l e ^ J t ^ C Z ^ -

Naturalmente, as noções unidade direita e 

reciproco à esquerda são duais de un idade 

esquerda e recíproco à direita, respectiva-

mente; unidade e recíproco são noções auto-

duais, U m a identidade em ST é simultanea-

mente unidade e regular. 

Nas classes simplesmente algebrizada» em 

que a lei de composição satisfaz certas pro-

priedades de associatividade, existem relações 

estreitas eotre alguns dos conceitos que aca-

bamos de introduzir . Estas relações, que o 

leitor certamente suspeita e serão conside-

radas na secção 3 . C a t e g o r i a s e F u n t o r e s / 
não são válidas em geral . 

EXERCÍCIO. Dada uma classe £ com qua-

tro elementos, mostre que existe uma e uma 

só classe simplesmente algebrizada £ T , a 

menos de um isomorfismo, satisfazendo as 

seguintes condições: ( i ) T está definida 

sobre (u) é1 ̂ e ] e j ( tu) toda a uni-

dade de £ possui mais do que um recíproco, 

(ítf) se xe&, x ó regular sse x n ã o 

é uma unidade. Mostre ainda que existem 

classes simplesmente algebrizadas GT satis-

fazendo as condições ( í) a ( ir) e a seguinte 

condição suplementar : (u) £T é comutat iva . 

Na secção 1 descrevemos vários processos 

pelos quais se pode deduzir duma classe sim-

plesmente algebrizada ou de uma famíl ia de 

classes s i m p l e s m e n t e algebrizadas, outras 

classes simplesmente algebrizadas; damos se-

guidamente alguns resultados que indicam 

como as noções que acabámos de definir se 

comportara relativamente a esses processos. 

Omit imos as demonstrações por serem ime-

diatas e não conterem aspectos que va lha a 
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pena salientar. O contraste existente entre as 

várias afirmações contidas em 2 2 e 2 - 3 

merece porém uma certa reflexão da parte do 

leitor (e contra-exemplos adequados!) . 

2 . 2. FiiOPOSIÇÃO. Se F é um homomor-

fismo de em í"-1 e sei é idempotente em 

2T , F ( x ) ê idempotente em í-1. Se F res-

peita as identidades ( i .e , se a imagem de uma 

identidadede £T è uma identidade em 5"1) e 

x é uma unidade esquerda ( resp , direita, 

unidade) em £T , F (x) é uma unidade esquerda 

(resp. direita, unidade) em S>T . 

EXERCÍCIOS. 1. A condição * F respeita as 

identidades» é suficiente mas, em geral, não 

ê necessária para que a imagem de uma 

unidade esquerda seja uma unidade esquerda. 

2 . Demonstre o enunciado que resulta 

de substituir em 2 . 2 os termos uhomomor-

fismo» por aanti-lioniomorfismoB, o direita» 

por a esquerda d e a esquerda» por «<Jireita». 

2- 3. PuoPOSIÇÃO. Sejam uma classe 

simplesmente algebrisada, S> uma classe, f uma 

aplicação de £ em í 1 , g uma aplicação de S> 
em »2 e. finalmente, uma família de 

classes shnplesmente alyebrizadas. Têm lugar 

as seguintess afirmações: (i) se cz £ e xe í? 

è idempotente (resp. identidade, regular à 

esquerda, regular à direita, 7-eguiar) em £T , 

x é idempotente (resp. identidade, regular à 

esquerda, regular à direita, regular) em ; 

(ií) se í ê injectiva e s e ^ x ê idempo-

tente (resp. identidade, regular ü esquerda, 

regular à direita, regular, unidade esquerda, 

unidade direita, unidade) em e T sse f ( x ) é 

idempotente (resp, identidade, regular à es-

querda, regular á direita, regular, unidade 

esquerda, unidade direita, unidade) em ; 

( í i i ) se g é injectiva, x 6 e g (x) é 

idempotente (resp. identidade, regular à 

esquerda, regular à direita, regular-) em G1 , 

x é idempotente (resp. identidade, regular à 

esquerda, regular à direita, regular) em 
—I 

í > K l T i j t'v) ( x i ) i f i é idempotente (resp. iden-

tidade, regular <fc esquerda, regular à direita, 

regular, unidade esquerda, unidade direita, 

unidade) em Sp sse, para todo o i e l , 

ás} 

xt é idempotente (resp. identidade, regular à 

esquerda, regular à direita, regular, unidade 

esquerda, unidade direita, unidade) em ; 

(v) x e TT^í ' <5 idempotente {resp. identidade, 
iG 1 

regular ü esquerda, regular à direita, regular, 

unidade esquerda, unidade direita, unidade) 

sse existe i e l e y e <3, tal que x é imagem 

de y pela inclusão canónica GL -»• JJ ^ e y 
t t i 

é idempotente (resp. identidade, regular à es-

querda, regular à direita, regular, unidade 

esquerda, unidade direita, unidade) em . 

A razão pela qual não fizemos referencia 

em 2. 3 à lei quociente de T por 

relação de equivalência R compatível com 

T 6 f (T ) t f f~ ' (T)} no caso de f,g não serem 

injectivas, é naturalmente a seguinte: para 

além do facto de a classe de equivalência de 

um idempotente do <sT ser um idempotente 

de Ê t / R , da imagem por f do um idempo-

tente ser um idempotente e de x ser idem-

potente (resp. ideutidado) todas as ve?es que 

g(,v) é idempotente (resp. identidade), nada 

mais se pode afirmar em geral. 

Este facto motiva a seguinte 

2 . 4. DERXIÇÃO. Seja <2T uma classe sim-

pl es mente algebrizaâa e II uma relação de 

equivalência em C. R diz-se Incompatível 

com T sse (t) R é compatível com e (H) 

o epihomomorjismo canónico de <íT sobre ST/R 

respeita as identidades. R diz-se especial para 

~T sse, quaisquer que sejam x , x' , y , y1 e £ , 

a relação x = xr (mod. R ) , y = y' (mod. R ) e 
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x é componível com y implica x1 é compo-

nível com y' e % T >' = T y' (mod-R) . R ê 

bicompatível (rcsp. et pedal) para T sse é 

bicompatível (resp. especial) pura Top • 

2 . 5 . P H O F O S I Ç A O . Com as notações de 

2. 4, se R é bicompatível com a c/asse de 

equivalência, de utn idempotenle (resp, unidade 

esquerda, unidade direita, unidade) em iST é 

um idempotente (reap, unidade esquerda, uni-

dade direita, unidade) em Í t / R . Se R è es-

pecial para T ? R è bicompatível com T e, 

além disso, se duas identidades de , u , v 

iSo equivalentes mod , R , tem-se o = v . 

DEM. A primeira parte da proposição é 

consequência imediata de 1 . 2. Suponhamos , 

pois, que R ó especial para X e O é o 

epihomomorf ismo canónico de sobre £T /R . 

Se l i e s ' , 8 e Ê T / E e <!>(«) é componível 

com í l era è t / R , existem tais que 

x = u (mod. R ) , í» (y) = O e ar ó componívei 

com y em . Nestas condições, u ócompo-

nlve lcom y, tendo-se 3>(w) T / R ^ (#) = (J ) CiO = 

= Í> (M) X / R FL = £1 como pretendíamos. Um 

raciocínio aná logo (ou então por dual idade) 

permitir ia estabelecer £5 T / R $ («) so & 

e 3>(M) üão componíveis. Portanto, $ (H) Ó 

uma identidade em è J / R . E m consequência 

podemos afirmar que <& respeita as identida-

des e R é bicompatível com T • 

SupoDbamos agora que ti, v e e M == u 

(mod . / ? ) ; da relação u = t í (mod. It) e u 

componível com u em e , resulta logo u 

componível com v em e, portanto, u = v 

como se pretendia, | 

OHSERVAÇÕES : 1. Deixamos ao cuidado 

do leitor estabelecer propriedades da ope-

ração imagem de T por uma aplicação f 

não necessariamente injectiva, tendo em 

atenção 2 . 5 e \. 7• 

2. Evidentemente, se F é üm isomor-

fismo de £ t sobre í l , a imagem por F de 

um iderapotente, identidade, regular à es-

querda, etc. . • . de e ó um idempotente , 

identidade, regular à esquerda, e t c . . . de ff1. 

O restante desta secção é inte iramente 

dodicado a alguns tipos de classes simples-

mente aigebrizadas de enorme impor tânc ia . 

2 . 6 . 1 . D E F I N I Ç Ã O . Uma classe simplesmente 

algebrimda diz-se uma ueocategoria sse 

satisfaz os dois axiomas autoduais : 

( N C 1 ) y u T S T T , 

(N C 2) Se um dos elementos de x,y,z 

c uma identidade em , (x~Ty)Tz 

tem sentido sse J C T C ^ T Z ) tem 

sentido. 

2 . 6 . 2 . D E F I N I Ç Ã O . Se uma classe simples-

mente algebrisada £T satisfaz (N C l ) e 

(E D ) Se x , y e £T e x tí componível com 

y , enião x ou y ó uma identidade 

em £ T , 

ê uma ueocategoria (por satisfazer trivial-

mente (N C 2)) e recebe o nome especial de 

esquema de diagramas. 

. Seja 2t uma ueocategoria e T«sq a de 

composição definida em £ tal que x é compo-

nível com y em eT"sq sse ( x , y ) satisfaz as 

condições : 

(t) x é componível com y em <?T, 

(H) x e í ] ou y e e ] , 

(«O ASTE^Y =• X TY. 

é um esquema de diagramas dito es-

quema de diagramas subjacente a <PT e deaig~ 

na-se por ejaq , tendo-se (cItq)s =a . 
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2. ti. 3. DEFISIÇÀ0; Um homomorfismo de. 

uma neocategoria <Tt para uma neocategoria 

diz-se um neofuntor ase respeita as identidades. 

Se um monohomomorfismo (resp, epihomomor-

fismo, dihomomorfisiiio) F é um neofuntor, 

F diz-se um mononeofuntor (resp. epioeofun-

tor, dineofantor). A classe simplesmente alge-

brizada dual de uma neocategoria é uma neo-

categoria e um antihomomorfismo F de uma 

neocateyoria para uma neocategoria -1 

diz-se um autinoofuntor ou neofuntor contrãr 

variante ase F respeita as identidades. Um 

neofuntor de um esquema de diagramas para 

vma neocateyoria d is-se MUI d iagrama, 

OBSERVAÇÕES. 1 . A expressão neofuntor 

covariante que por vezes se encontra na lite-

ratura é s inónima do neofuntor. 

2. A terminologia aut imononsofuntor , 2nti-

-epineofuntor,antidineofui itor cujo significado 

ó óbvio, é DOUCO usadr. sondo preferível dizer 

mouoneofuutor contravariante, epineofuntor 

contravarinnte o dineofuntor contravariante, 

respectivamente. 

3. Todo o isomorfismo (resp. auti-isomor-

fismo) F de classes simplesmente algebri-

zadas respeita as identidades. Se estas classes 

são noocategoriue, F e F~1 são automàtiea-

monto neofuntorcs (resp. untineofun toros) , 

não sondo costume usar as designações iso-

neofuntor (resp. anti isoneofuntor). 

2 " . EXERC ÍC IOS : X. S e Ó u m a neo-

categoria, /««j = (>=„q , i d ^ , ^ 1 ) ó um dineo-

funtor que se chama inclusão canónica de 

em <?T . 

2. Se £ t é uma neocategoria, I n c l J ,;T e L i i L 

I n cKr -T são mononeofuntores. 
5 

Se éT 6 uma neocategoria, tem lugar a 

seguinte propr iedade dê asaOeiatiWidade cuja 

demonstração, banal íssima, fica ao cuidado 

do le i tor : 

2 . 8 . PROPOSIÇÃO: Se x ou z é identi-

dade numa neocategoria cT e y e t , os três 

enunciados são equivalentes: (i) (x T y ) J z 

tem sentido, ( i i ) x T ( y T z ) tem sentido, 

(iii) x é componível com y e y é comparável 

com z . Se y , é urna identidade, (i), (ii) são 

equivalentes, implicam (iü). 

2- 9. EXERCÍCIO : Seja TT uma neocate-

go r i a ; mostre que as condições ( C ) e (A ) 

que passamos a enunciar são equivalentes. 

Cond ição ( C ) . Se um dos elementos X , y , z 

de <S é uma identidade, os três enunciados 

seguintes são equivalentes ; (/) (x J y)Tz tem 

sentido, (ii) x T ( j - J z ) tem sentido, (iii) x 

é componível com y e y é componível com z 

[em qua lquer das situações (/) , (ii) ou (iii) 

tem-se necessariamente ( x T y ) T z = x T ( y T z ) ] -

Cond ição (--í), se x , y , z 6 O , os três enun-

ciados seguintes são equivalentes; (i) ( x T y ) T z 

tem sentido, (ii) x T ( y T z ) tem sentido, (iii) 

x é componível com y e y é componível com 

•i . (Nota : uma neocategoria tal que satisfaz 

(A) ou (C) e, em qualquer das situações (t), 

(ii) ou {iii), do (^1), se tem ( x X y ) " | " z = 

= x T (>' f z ) i ^ uma categoria, cf. secção 3). 

O teorema 2- 10. 1. ó um resultado funda-

menta l o mostra que uma neocategoria ó uma 

classe simplesmonte algebrizada com um sis-

tema completo e coerente do identidades (ver 

F ig . 1 que segue o Teorema). 

2 . 1 0 . 1 . TEOREMA: Seja uma neocate-

goria. Se u , v , u ' , v ' são identidades t (u , v) 

u T £ T v f l u ' T £ T v' = 0 . Para 

cada s e i , existe então um e um só par 

(u , v) de identidades tal que x e u T ® T v i 

u designa-se por a T (x) e chama-se origem 

de x , v designa-se por eo T (x) e chama-se 
£ 

ftlvo de x . A s aplicações x I — a T (x), 

xi—v c.) T (x) de 0 em , que designamos por 
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a T , a . respectivamente, são duas retracções 
e1 e1 

de <2 sobre chamadas retracções ( l 2 ) canó-

nicas associadas a eT
 t verificam naturalmente 

a relação: 

a . o c l i = I U , u r o a 
eJ eT eT 

e gozam da propriedade. 

( R C 1 ) Se x e componíffi í com y em <?T, 

ejiítfo oi T (x) = « T (y) e 

a , T C x ~ r y ) - a 5 x C x ) ' é e 

Se (<?T, f , í 1 ) é um «Êo/wíiíor, tem-se 

{R C 2) a o f = f o n T í u o f =? f o a 
eT s1 eT 

DEU, Sejam u , V , u', v' como no enun-

ciado. Se w T e T v n w / T e T « , # 0 , existe 

ta] que u , u1 são componíveis com 

x e x 6 componível com v , v'. Nestas 

condições, como u X (" ' T e ( ^ T d ) T u ' 

têm s e n t i d o , u~\~u' e « J v 1 têm sen-

tido, tendo-se u = M' e v v' . I s to de-

monstra a p r i m e i r a par te d o t eo rema . 

De ixamos ( R G 1) ao cuidado do leitor e va-

mos estabelecer ( R C 2 ) . Com as notações do 

enunciado, suponhamos xe@. a.t(íc)6ÊÍT e, 

portanto, como f respeita a as ident idades, 

/ ( a T (a:)) e , tendo-se também f (x) = 

gue-se q u e * { / ( » ) ) X ( / ( « q T ( » ) ) T / ( « ) ) 

tem sentido ; logo o= C / ( x ) ) — f ( a ^ ( ® ) ) 6 

a o f= f o a T . A relação w o f=f a o) , 
£>i J J eT Y s i J * eT 

resulta imediatamente, por dual idade, da que 

acabámos de demonstrar . | 

(Continua) 

(1!) Uma retracção duma classe sobre uma sub-

classe y é uma aplicação / de ÍS era Qf tal que 

/ j 


