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1. Num artigo anterior, introduzimos a
defini¢io de inteiro reqular médulo n: um
inteiro a diz-se regular médulo n, se existe
algum inteiro = tal que

a?r=a (mod.n).

Mostramos ([1], teorema 2) que a é regu-
lar médulo n, se e s6 se o maximo divisor
comum (a,n), de a e n, é divisor unitario
de =, quer dizer, (a,n) é primo com o quo-

ciente

Em simbolos,
(a,n)

1) (a,n)[*n.

Num outro artigo ([2], teorema 2), mostra-
mos que a 6 regular médulo =, se e 86 se

2 alt?™=qa (mod.n)

onde ¢(n) designa, como de costume, o ni-
mero de inteiros positivos primos com n e
que nio excedem n.

Nesta nota vamos dar uma outra condigio
para que um inteiro seja regular médulo =,
em termos de um certo semigrupo gerado
por esse inteiro.

2. Designemos por S o semigrupo for-
mado pelo conjunto §0,1,2,...,n—1}
munido da operagio de produto médulo =.
Seja b um inteiro qualquer e seja a o ele-
mento de S tal que b=:a (mod.n). Entao
é imediato que b é regular médulo n, se e

86 se a 6 regular m6dulo n. Além disso,
se y 6 um inteiro tal que

a?y=a (mod.n),
entdo existe evidentemente nm elemento
em &S tal que, no semigrupo S, se tem
a?z=a. Um tal elemento x ¢é justamente
o resto da divisio de y por =.
Por isso, nesta nota, limitamo-nos a consi-
derar os inteiros pertencentes ao semigrupo S.
Vamos estabelecer o seguinte

TeOREMA: Seja aeS; entdo a éregular
médulo n, se e 86 se o subsemigrupo de S
gerado por a é um grupo.

DeEm.: Com efeito, suponhamos que u 6
regular médulo n e seja 4 o subsemigrupo
gerado por a. Entiao de (2) resulta que a
igualdade

alt+¥() — g

é valida no semigrupo S e, portanto, a¥()
é elemento neutro de A (tendo-se, evidente-
mente, a®( =1, se e 86 se a é primo com
n) .

Todo elemento de A é da forma a’ com
1<t<g¢(n); naverdade, se ¢ é um inteiro
maior que ¢(n) e ndo divisivel por o(n),
entio tem-se a’ =a*, onde { & o resto da
divisio de ¢ por o(n) e, se t é divisivel
por ¢(n), entdo tem-se a’=a?(,



72

GAZETA DE MATEMATICA

E imediato que, para 1 <<t < ¢(n), o ele-
mento a’ é inversivel e o seu inverso é a?(*)-*
por outro lado, o inverso de a¥™ ¢ eviden-
temente af(),

Daqui resulta que 4 é um grupo.

Inversamente, suponhamos que o subsemi-
grupo 4 de S é um grupo.

Entdo existe um inteiro positivo minimo s
tal que

a*.a’==qa* para todo a* de A.

Em particular, tem-se alt*=a em A4,
isto é, no anel dos inteiros, tem se

(3) alts—a=1kn
para algum inteiro %.

Ora, seja d o maximo divisor comum de
a e m, isto é,

4 a=dg, n=dq e (g,9)=1,

para inteiros convenientes ¢ e ¢'.

Para concluirmos que a é regular médulo
n, basta, em virtude de (1), mostrar que
d|*n, ou seja, que (d,q¢/)=1.

De (3) resulta, atendendo a (4), que se tem

q(a*—1)=kq

o, como (¢,¢)=1, tem-se k=hg para
algum inteiro %, donde

a‘-——-lmhg’,

o que mostra que a é primo com ¢’. Daqui
resulta que (d,¢’)=1, o que completa a
demonstragio.
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