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Operacdes financeiras certas e incerlas.
Funcdes de comulacdo

por Rui Jodo Beplista Soares
Lisboa

Introducéo

Nas operacdes financeiras certas, uma enti-
dade juridicamente bem constituida, compro-
mete-se a entregar a outra entidade de uma
80 vez ou em perfodos igualmente espacados,
uma determinada quantidade de unidades de
moeda, aconte¢ca o que acontecer.

Nas operagdes financeiras incertas as mes-
mas entidades véem-se envolvidas em opera-
¢des sujeitas a um regime de probabilidades.

Fundamentalmente o tipo de situa¢des que
se descreve para uma das entidades é o
mesmo em relagdo a outra, atendendo a que
uma tem saldo positivo resultante dos «favo-
res» prestados a outra; de notar que num
instante a soma das duas quantidades é cons-
tante.

I. Operagaes financeiras certas

Suponhamos que a entidade A empresta
o capital 1 a entidade B por um perfodo
de tempo; em retribuigio A costuma pedir
uma taxe de juro i que representa a quan-
tia, expressa em unidades de capital, que a
entidade B tem de pagar em cada perfodo
pela unidade de capital em retribuicio do
valor do empréstimo.

Mas a entidade B pode, ao fim de um
periodo, néio se encontrar em situagio que
permita liquidar o empréstimo; entdo pede
a A que a prolongue por n periodos, ao
fim dos quais B deveri retribuir a 4 a

quantia (1 4 ?)* dizendo-se entéio que 4 ca-
pitalizou em regime de juros compostos.

Todavia A podia raciocinar de modo dife-
rente e querer determinar a quantidade que
devia emprestar, em regime de juros com-
postos, para ao fim de n perfodos obter o
capital 1. Surge entdo a grandeza v — factor
de desconto, que se define pela igualdade

1) v(l+4)=1

e que representa o valor do capital que vale
1 unidade ao fim de um perfodo. Associado
a v define-se d — taxa de desconto efectiva
por uma das igualdades

2) D1y
2") d=1v.

Dir-se-ia, no caso presente, que A estava
a determinar o valor actual 1 ao fim de um
perfodo; ao fim de n periodos teriamos o
valor actual v" do capital 1.

[Estas duas situagbes que acabamos de des-
crever traduzem dois tipos de operagdes in-
versas uma da outra e que sio respectiva-
mente a capitalizacdo e actualizagdo.

Esquematicamente

i ) A A

(1 + 9) (1 +7)
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Acontece com frequéncia que os encargos
sofridos por uma das entidades determina
um acordo entre elas por forma que a ope-
ragio em causa (capitalizagdo ou actualizacéo)
seja feita ndo no periodo vulgar de um ano,
mas sim em fracgdes desse mesmo perfodo,
estabelecendo uma taxa de juro fraccionado
in, que representa a quantia, expressa em
unidades de capital, que a entidade a quem
se emprestou tem de pagar pela unidade de

capital e por cada fracgio % do perfodo,

em retribui¢io do valor do empréstimo.
Definimos agora as quantidades i™ — taxa

de capitalizagdo nominal — convertivel m ve-

zes em cada um dos perfodos a que se refere

a taxa i, pela igualdade

1
3) i =m[(L44)™ —1]

o d™ — taza de desconto nominal — conver-
tivel m vezes em cada um dos perfodos a
que se referem as taxas i e d, por uma

das igualdades

1

4) A" =m[1 —v"]

1
4') ™ =m. ™. ™,

Nesta tltima

i Sil.
5) o™ =(1+1) "

Duas taxas dizem-se equivalentes quando

‘i{m)

6) Ty =

m

Dé-se o nome de taxa instantdnea de capi-
talizagdo & grandeza § definida por

7) ¢ =log, (1 + ¢) = lim &

m=>co

e taxa instanidnea de desconto & grandeza &
definida por
7) §'= lim d™.
n—>o0

Até ao momento o contrato determinava
que uma das entidades entregasse, de uma
vez por todas, passado um certo prazo,
uma certa quantia. Nada impede que no mo-

mento do acordo uma das entidades resolva
geguir uma das modalidades seguintes:

M, — emprestar a unidade de capital ao longo
de n periodos, fazendo n entregas
iguais ;

Mgy — emprestar k unidades de capital no pe-
riodo nimero %k (1 Lk ZLn);

Mz — emprestar p + (k — 1) ¢ unidades de
capital no periodo nimero /% (1Lk<Ln);

N —emprestar (de acordo com M;, M, oum
Mz) apés terem decorrido k periodos
a contar do momento em que se celebra
o contrato., Diz-se que houve k perio-
dos de diferimento ;

O; — as entregas (em M;, My, M5 ou N) sdo
feitas no comego de cada periodo a
contar do momento em que se fez o
contrato; diz-se que os termos sio an-
tectpados ;

Oy — as entregas (em M;, My, Mz ou N) sio
feitas no fim de cada periodo e entio
diz-se que os termos sio postecipados ;

P — as entregas indicadas em O; e Oy podem
fazer-se em fracgdes do perfodo e os
termos serdo fraccionados.

Antes de passarmos & dedugio da férmula
geral que sintetiza as situagdes indicadas 6
que definem econtratos de renda vamos intro-

"duzir a simbologia adequada. Deste modo :

a—valor actual, referido ao infcio do
primeiro perfodo, de uma renda;

8 — valor acumulado, referido ao fim
do dultimo periodo, produzido por
uma renda ;
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n| —uma letra afectada deste fndice di-
reito indica o nimero de perfodos
durante os quais se faz a entrega;

k| —uma letra afectada deste indice es-
querdo indica o ndmero de perio-
dos de diferimentos ;

(m) —uma letra afectada deste expoente
indica que houve fraccionamento do
periodo e portanto durante n pe-

: 1
riodos, havera mn entregas de e

unidades de capital.

indica que os termos da renda se
dispdem em progressos aritmética
do 1.° termo p e razio q(!);

(Ip.q‘)_'

(+») —uma letra encimada com este sim-
bolo indica que a renda tem termos
antecipados.

Devemos ainda ter presente que para pas-
sar, numa determinada operagio O, dos va-
lores deduzidos com termos partecipados ou
normais aos valores deduzidos com termos
antecipados, isso equivale a -capitalizagio
para o fim do perfodo

8) O0=0(1+7)
Reciprocamente
8") 0=0.v

No caso de fraccionamento teremos

o

9) O0=0(1+)"

1
9) 0=00"

Usando um determinado tipo de termos e
pretendendo passar para os valores dedu-

(!) Quando p =1 =g utiliza-se (I-) em vez de
(I5,4°) o mesmo acontecendo quando m=1 ou k=0.

zidos no outro tipo de termos, bastara aten-
der a

10) a=3g.ot
10') s=a(l + 7).

Apés estas consideracdes passemos ao cal-
culo (Zp,q a)(i'[) que representa o valor actual,
n

referido ao infcio do primeiro dos perfodos
de deferimento, de uma renda fraccionada
diferida de %' = mr periodos com m.n ter-
mos normais crescentes em progressio arit-
mética de 1.° termo p e razio q, cujo pe-

riodo 6 igual a -;;1— do perfodo de taxa 7.

Vil @8 =

mr-+mn t
{ > [phE=1)glvs

i=1

—E[p+(t—1191vﬂ=

=]

mr-4mn mr4mn
[P o0 o™ g > W“]

t=mr-41 t=mr-1

in[(p q)zv”‘ +92(mf+t)v"‘]v'

Pondo

11) o = Zv"‘

t=1

12) (Imr+l 14 E(m?‘-{-f Um

n| ??

resulta

¥|(Lpyq a)""’

13)
=[(p—q ale) + g (D1, a)f}'}’] v

Apesar de 13) sintetizar todas as situa¢des
M;, My, M5, N, Oy, Og e P por combinagio
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conveniente dos simbolos utilizados, recor-
re-se na pratica a relagdes existentes entre
as diferentes modalidades e de acordo com
valores que se encontram tabelados para as
diferentes taxas de juro(!). Tais férmulas
tém ainda a vantagem de permitira resolucéo
de problemas mesmo para valores nio tabe-
lados recorrendo a interpolagio.

II. Operagdes financeiras incertas

Uma entidade 4 prevé a realizacio de um
acontecimento que lhe acarreta um prejuizo
que pretende remediar. Pode, em certas cir-
cunstincias, contratar uma outra entidade B
que tome a responsabilidade de indemnizar
A caso o acontecimento ocorra. Em retri-
buigio B exige de A o pagamento de uma
certa quantia — prémio — durante um inter-
valo de tempo a combinar. Diz-se que as
duas entidades combinaram entre si um con-
trato de seguro.

Parece & primeira vista que a entidade A
estd em vantagem, enquanto B devera in-
demnizar todas as entidades 4; que estejam
nas mesmas condicdes de A. Todavia B
procede de modo analogo em relacio a outras
entidades mas agora na situagio inversa.
Além disso a probabilidade de realizagio de
certos acontecimentos futuros pode ser deda-
zida da frequénecia com que se realizaram no
passado, o que permite a B estabelecer os
prémios por forma a ndo perderem.

O seguro pode entio considerar-se como
um jogo entre as entidades 4 — a que cha-
maremos sequrado —e B ou companhia se-
guradora e tem por fim distribuir igualmente
por um grande nimero de segurados o pre-
juizo causado a um outro.

Esta ideia de mutunalidade implica, desde
logo, que nenhum segurado se encontre em

(1) Vide por exemplo Tabelas Financeiras e Actua-
riais.

sitnagiio vantajosa relativamente aos outros,
pelo que as contribui¢des individuais devem
Ser preporcionais

a) & indemnizacgdo prevista
b) ao risco coberto.

Uma vez postas em comum as contribui¢des
dos segurados, elas perdem a sua individua-
lidade e constituem um fundo comum desti-
nado a cobrir os riscos.

IL. 1. Jogo equitalivo

Suponhamos que dois jogadores 4; e 4,
combinam entre si o seguinte :

A] 0,‘ a Ag
(4 )

paga E; a 4,
pela saida de um acontecimento a; no es-

quema
a— (a'l ’,“'}‘Ll)
P13 Pn

se excluem mutuamente e

paga

onde os a;

ipt-:l.

i=1

O jogo dir-se-a equitativo quando

14) ip;(@;—E;}:O.

il
Designando por
Dy= 3 pi(C— EY
i=1
15)
Dy = Epi(Ei" Cy~
i=1

define-se a quantidade D — risco médio li-
near do jogo — pela igualdade

|
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1 n
16) D=Ezp¢|0,——E,E.

i=]

A grandeza M — risco médio quadrdtico—
define-se por

17) M= Véps(a‘— E;)?
i=1

e chama-se risco mdximo & quantidade

18} M = ID?I.X(C,:* Ei).

O jogador A4, pode combinar o mesmo
gistema com outro jogador Az para cobrir
os prejuizos que o primeiro jogo lhe possa
trazer. O risco matematico do jogador A4,
na hipétese de jogo equitativo sera

Dy, = E pi(Ci— Ei — Dy)*
i=1

De modo anilogo o risco mateméatico do
jogador A4j em relagio a 4, seria

fhi = Zps(C’e— E;— Dy — DA*,)+ 5
=

Para todos os riscos Dy, Dy, Dj,---
prova-se o seguinte teoresma de BOHLMANN

TeOREMA 1. Seja d; = C; — E;; entdo, se
pelo menos um d; for positivo, a série

Diﬁg + Di\l + Dﬁl + iy
converge e tem por soma 9.

Este teorema apresenta grande interesse
quando os acontecimentos a; seguem a lei
de Gauss.

*

* #*

Seja ¢ a probabilidade de chegada de um
acontecimento, e C' o valor actual da soma

que a companhia devera pagar; entio a es-
peranca matematica do segurado é

19) E=qC

e, tratando-se de um jogo equitativo, o pré-
mio puro P

R0

seria insuficiente para:

a) pagar as despesas de gestio da em-
presa;

b) prevenir-se contra os desniveis que
possam ocorrer.

Somos assim conduzidos ao pagamento de
um prémio P’ a determinar por uma igual-
dade da forma

20) Pl(1—6)=qC(l+2

onde 6 e ) sio constantes.

A condicio indicada em b) permite estabe- -
lecer a grandeza d — encargo do risco que é
a diferenca entre o prémio P’ que realmente
se paga e o prémio indicado em 20). K usual
fazer o seu calculo proporcionalmente ao
risco médio linear e vai constituir uma reserva
de garantia que intervird quando o nidmero
de sinistros ultrapassar o seu valor maig
provavel.

II. 2. Jogo ndo equilativo

Viu-se que o prémio P” ndo corresponde
a esperanga matematica do segurado o que
torna o jogo nio equitativo.

Consideremos as quantidades

G — bolo
p — probabilidade de ganhar
¢ — nimero de partidas

n

Elnmmi ——







