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Operações financeiras certas e incerfas. 
Funções de comufacao 

p o r Rui J o ã o Baptista Soares 
Lisboa 

Introdução 

Nas operações financeiras certas, uma enti-
dade juridicamente bem constituída, compro-
mete-se a entregar a outra entidade de uma 
só vez ou em períodos igualmente espaçados, 
uma determinada quantidade de unidades de 
moeda, aconteça o que acontecer. 

Nas operações financeiras incertas as mes-
mas entidades vêem-se envolvidas em opera-
ções sujeitas a um regime de probabilidades. 

Fundamentalmente o tipo de situações que 
se descreve para uma das entidades é o 
mesmo em relação à outra, atendendo a que 
uma tem saldo positivo resultante dos «favo-
res» prestados à ou t ra ; de notar que num 
instante a soma das duas quantidades é cons-
tante. 

I . Operações financeiras certas 

Suponhamos que a entidade A empresta 
o capital 1 à entidade B por um período 
de tempo; em retribuição A costuma pedir 
uma taxa de juro i que representa a quan-
tia, expressa em unidades de capital, que a 
entidade B tem de pagar em cada período 
pela unidade de capital em retribuição do 
valor do empréstimo. 

Mas a entidade B pode, ao fim de um 
período, não se encontrar em situação que 
permita liquidar o empréstimo; então pede 
a A que a prolongue por n períodos, ao 
fim dos quais B deverá retribuir a A a 

quantia (1 + i)n dizendo-se então que A ca-
pitalizou em regime de juros compostos. 

Todavia A podia raciocinar de modo dife-
rente e querer determinar a quantidade que 
devia emprestar, em regime de juros com-
postos, para ao fim de n períodos obter o 
capital 1. Surge então a grandeza y—factor 
de desconto, que se define pela igualdade 

1) v (1 + 0 = 1 

e que representa o valor do capital que vale 
1 unidade ao fim de um período. Associado 
a v define-se d — taxa de desconto efectiva 
por uma das igualdades 

2 ) 

2 ' ) 

d= 1 

d = iv, 

Dir-se-ia, no caso presente, que A estava 
a determinar o valor actual 1 ao fim de um 
período; ao fim de n períodos teríamos o 
valor actual t>" do capital 1. 

Estas duas situações que acabamos de des-
crever traduzem dois tipos de operações in-
versas uma da outra e que são respectiva-
mente a capitalização e actualização. 

Esquematicamente 
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Acontece com frequência que os encargos 
sofridos por uma das entidades determina 
um acordo entre elas por forma que a ope-
ração em cansa (capitalização ou actualização) 
seja feita não no período vulgar de um ano, 
mas sim em fracções desse mesmo período, 
estabelecendo uma taxa de juro fraccionado 
i ;B, que representa a quantia, expressa em 
unidades de capital, que a entidade a quem 
se emprestou tem de pagar pela unidade de 

capital e por cada fracção — do período, 

em retribuição do valor do empréstimo. 
Definimos agora as quantidades — taxa 

de capitalização nominal — convertível m ve-
zes em cada um dos períodos a que se refere 
a taxa i , pela igualdade 

_L 
3) » w = m[( l + i ) " - 1] 

e d'"'' — taxa de desconto nominal — conver-
tível m vezes em cada um dos períodos a 
que se referem as taxas i e d , por uma 
das igualdades 

4) d{m)~m[ Í - v , n ] 

4') d{m)= m.&Kv
m . 

Nesta última 

5) ÍP"1 = ( 1 + i) 

Duas taxas dízem-se equivalentes quando 

Dá-se o nome de taxa instantânea de capi-
talização à grandeza 6 definida por 

7) 5 = log e ( i + ,') ^ lim 
>»-»•00 

e taxa instantânea de desconto à grandeza 6' 
definida por 

7') Hm d(m)-. 
n —> co 

Até ao momento o contrato determinava 
que uma das entidades entregasse, de uma 
vez por todas, passado um certo prazo, 
uma certa quantia. Nada impede que no mo-
mento do acordo uma das entidades resolva 
seguir uma das modalidades seguintes: 

Mj — emprestar a unidade de capital ao longo 
de n períodos, fazendo n entregas 
iguais; 

M2 — emprestar k unidades de capital no pe-
ríodo numero k (1 ^ k ^ n); 

M« — emprestar p 4- (k — 1) q unidades de 
capital no período número k ( l ^ k ^ n ) ; 

N —empres tar (de acordo com M j , M3 ou 
Mj) após terem decorrido k períodos 
a contar do momento em que se celebra 
o contrato. Diz-se que bouve k perío-
dos de diferimento j 

O t — as entregas (em Mj , Ma , M s ou N) são 
feitas no começo de cada período a 
contar do momento em que se fez o 
contrato; diz-se que os termos são an-
tecipados ; 

0 2 — as entregas (em Mj , M a , M5 ou N) são 
feitas no fim de cada período e então 
diz-se que os termos são postecipados; 

P — as entregas indicadas em C^ e 0 2 podem 
fazer-se em fracções do período e os 
termos serão fraccionados. 

Antes de passarmos à dedução da fórmula 
geral que sintetiza as situações "indicadas e 
que definem contratos de renda vamos intro-
duzir a simbologia adequada. Deste m o d o : 

a — valor actual, referido ao início do 
primeiro período, de uma renda; 

s — valur acumulado, referido ao fim 
do último período, produzido por 
uma renda ; 
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— uma leira afectada deste índice di-
reito indica o número de períodos 
durante os quais se faz a en t r ega ; 

k | — uma letra afectada deste índice es-
querdo indica o número de perío-
dos de diferimentos; 

(m) — uma letra afectada deste expoente 
indica que houve fraccionamento do 
período e portanto durante n pe-

1 
ríodos, haverá mn entregas de — 

m 
unidades de capital, 

( I P i ! •) —indica que os termos da renda se 
dispõem em progressos aritmética 
do 1.° termo p e razão q t 1 ) ; 

( ) — uma letra encimada com este sím-
bolo indica que a renda tem termos 
antecipados. 

Devemos ainda ter presente qne para pas-
sar, numa determinada operação O, dos va-
lores deduzidos com termos partecipados ou 
normais aos valores deduzidos com termos 
antecipados, isso equivale à capitalização 
para o fim do período 

8) 0 = 0(1 + i) 

Reciprocamente 

8') 0 = 0 . D 

No caso de fraccionamento teremos 

t 

9) 

9 ' ) 

0 = 0 ( 1 + i ) ' 

0 = Òvm . 

Usando um determinado tipo de termos e 
pretendendo passar para os valores dedu-

zidos no outro tipo de termos, bastará aten-
der a 

10) 

10') 

a = s • vn 

s = a ( l + i)n. 

Após estas considerações passemos ao cál-
culo que representa o valor actual, 

referido ao início do primeiro dos períodos 
de deferimento, de uma renda fraccionada 
diferida de k' = mr períodos com m • n ter-
mos normais crescentes em progressão arit-
mética de 1.° termo p e razão q , cujo pe-
ríodo é igual a — do período de taxa t . 

-ffmr+mn t 

L 
m r í 1 

_ 2 j [ P + ( í - i ) 9 ] v - \ = 
; = i J 

^ f~ mr-f-mn l mr-\-mn t ~j 

w*- 2 M I n 
1_ í = mr+1 í = m r + l J 

j r mn t m n / ~l 

m L í=I J 
Pondo 

11) 
1 mn t 

a m = y „-
R | m —J 

1=1 

- mn 
12) ( l m T + l í l a f ^ ^ ( m r + t ) v ' 

t - 1 

resulta 

13) 

{') Quando p = 1 = g utiliza-se (f.) era vez de Apesar de 13) sintetizar todas as situações 
(/,„*) o mesmo acontecendo quando m = l ou &=0. M ( , M j , M3, N, , Og e P por combinação 
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conveniente dos símbolos utilizados, recor-
re-se na prática a relações existentes entre 
as diferentes modalidades e de acordo com 
valores que se encontram tabelados para as 
diferentes taxas de jurof 1 ) . Tais fórmulas 
tõm ainda a vantagem de permitira resolução 
de problemas mesmo para valores não tabe-
lados recorrendo a interpolação. 

I I . Operações financeiras incertas 

Uma entidade A prevê a realização de um 
acontecimento que lhe acarreta um prejuízo 
que pretende remediar. Pode, em certas cir-
cunstâncias, contratar uma outra entidade B 
que tome a responsabilidade de indemnizar 
A caso o acontecimento ocorra. Em rotri-
buição B exige de A o pagamento de uma 
certa quantia —prêmio — durante um inter-
valo de tempo a combinar. Diz-se que as 
duas entidades combinaram entre si um con-
trato de seguro. 

Parece à primeira vista que a entidade A 
está em vantagem, enquanto B deverá in-
demnizar todas as entidades Ai que estejam 
nas mesmas condições de A, Todavia B 
procede de modo análogo em relação a outras 
entidades mas agora na situação inversa. 
Além disso a probabilidade de realização de 
certos acontecimentos futuros pode ser dedu-
zida da frequência com que se realizaram no 
passado, o que permite a B estabelecer os 
prémios por forma a não perderem. 

O seguro pode então considerar-se como 
um jogo entre as entidades A — a que cha-
maremos segurado —e B ou companhia se-
guradora e tem por fim distribuir igualmente 
por um grande número de segurados o pre-
juízo causado a um outro. 

Esta ideia de mutualidade implica, desde 
logo, que nenhum segurado se encontre em 

(') Vide por exemplo Tabelas Financeiras e Aclua-
rjais. 

situação vantajosa relativamente aos outros, 
pelo que as contribuições individuais devem 
ser proporcionais 

a) à indemnização prevista 
h) ao risco coberto. 

Uma vez postas em comum as contribuições 
dos segurados, etas perdem a sua individua-
lidade e constituem um fundo comum desti-
nado a cobrir os riscos. 

I I . 1. Jogo èquftahVo 

Suponhamos que dois jogadores Aj e 4 B 

combinam entre si o seguinte : 

/ jlájt paga Çi a 

\A2 P a S a & a A i ) 

pela saída de um acontecimento ai no es-
quema 

onde os se e x c l u e m mutuamente e 
N 

O jogo dir-se-á equitativo quando 

14) £ P I ( C L - = 0 -

Designando por 

15) 

define-se a quantidade D — risco médio li-
near do jogo — pela igualdade 
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I 6 ) R ^ I ^ I L - I I S 

A grandeza M — risco médio quadrático — 
define-se por 

e chama-se risco máximo à quantidade 

18) 311 = m á x ( C i - E i ) . 
t 

O jogador A2 pode combinar o mesmo 
sistema com outro jogador para cobrir 
os prejuízos que o primeiro jogo lhe possa 
trazer, O risco matemático do jogador As 

na hipótese de jogo equitativo será 

D U ^ ^ p . i C i - E . - D ^ 
í = I 

De modo análogo o risco matemático dt> 
jogador A5 em relação a A4 seria 

m = 2 p * \ C i - E i - D a > - N f * 
•= i 

Para todos os riscos DÁ1, D\, • • • 
prova-se o seguinte teorema de BOHLMANN 

TEOREMA 1 . Seja DI = CI — E I ; então, se 

pelo menos um di fôr positivo, a série 

DAt + D'Al + D ^ + . . . 

converge e tem por soma é>lt, 

Este teorema apreseota grande interesse 
quando os acontecimentos tf; seguem a lei 
d e GAUSS. 

* 

* * 

Seja q a probabilidade de chegada de um 
acontecimento, e C o valor actual da soma 

que a companhia deverá pagar ; então a es-
perança matemática do segurado ó 

19) E = q C 

e, tratando-se de um jogo equitativo, o pré-
mio puro P 

P = E 

seria insuficiente pa ra : 

a) pagar as despesas de gestão da em-
presa ; 

b) prevenir-se contra os desníveis que 
possam ocorrer. 

Somos assim conduzidos ao pagamento de 
um prémio P ! a determinar por uma igual-
dade da forma 

20) P'{1 — 0) = ç Í7( 1 -(- A) 

onde 0 e l são constantes. 
A condição indicada em b) permite estabe-

lecer a grandeza d — encargo do risco que é 
a diferença entre o prémio P" que realmente 
se paga e o prémio indicado em 20). É usual 
fazer o seu cálculo proporcionalmente ao 
risco médio linear e vai constituir uma reserva 
de garantia que intervirá quando o número 
de sinistros ultrapassar o seu valor mais 
provável. 

I I . 2. Jogo não equitativo 

Viu-se que o prémio P" não corresponde 
à esperança matemática do segurado o que 
torna o jogo não equitativo. 

Consideremos as quantidades 

G - bolo 
p — probabilidade de ganhar 
f* — número de partidas 

« 
£ = — . 

G 
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Seja 

21) pG- Yi = ( p - í ) f i > 

a entrada do jogador. 
Se, ao fim de n partidas, tiver havido um 

desvio i h entre o número provável p p de 
vezes que esse jogador devia ter ganho e o 
número de vezes que ganhou, pode dizer-se 
que entrou nos jogos com a quantia g. G (p — s) 
tendo recebido G(pp + h) pelo que lucrou 

22) G{g.t±h) = Gp J ) = 

Ti 
Como e é constante e lim •— = 0 segue-se 

00 P 

que o sinal de p acaba por ser positivo, 
donde 

PROPOSIÇÃO 1. Se a entrada de um joga-

dor è inferior à sua esperança matemática de 
uma quantidade n a probabilidade de que este 

jogador tenha lucro tende para a unidade 
quando o número de partidas cresce indefini-
damente. 

À grandeza vj que garante o lucro dá-se 
o nome de carga. 

O estudo que acaba de fazer-se permite 
compreender como as companhias garantem 
o lucro. 

Seja 

2 3 ) 

o máximo valor do desvio do número de si-
nistrados. Verificando-se um desvio desfavo-
rável, a companhia terá um prejuízo 

24) I = G = tfiTpqp - l 0 G . 

Se a companhia tiver Jip. segurados pa-

gando a quantidade — para segurar um 

risco de probabilidade p e valor - — , 

teremos 

25) Q = hnp G = VStmpq ~ -

De 24) e 25) resulta Q < Q pelo que 

PROPOSIÇÃO 2. Para o mesmo total de 
prémios recebidos anualmente, a companhia 
tem vantagem em que eles se refiram a um 
grande número de segurados pagando menores 
prêmios e, consequentemente, segurando quan-
tias menores. 

Dá-se o nome de pleno ao valor máximo 
que a companhia pode segurar por unidade 
de risco conservando a probabilidade de não 
sofrer prejuízo superior a uma quantia C0 

previamente fixada, O seu valor será 

26) C = 
hfí 

e podemos dizer 

PROPOSIÇÃO 3. O pleno varia na razão 
inversa da raiz quadrada do número de segu-
rados ; no caso de n fi segurados o pleno cresce 
proporcionalmente à raiz quadrada do número 
de seguros. 

A fim de compreender um pouco melhor 
como uma empresa deve ser estável anali-
semos rapidamente o problema clássico da 
ruína de uma estrutura markoviana com 
barreiras absorventes em O e a. Sejam ps 

(probabilidade de sucesso) e qz (probabili-
dade de ruína). Após a primeira partida 
obtemos 

27) qz ^ p q:+l + q q^ 1 < z < a 1 

com as condiçDes de fronteira 

28) qa - 1 qa = O 


