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Operacdes financeiras certas e incerlas.
Funcdes de comulacdo

por Rui Jodo Beplista Soares
Lisboa

Introducéo

Nas operacdes financeiras certas, uma enti-
dade juridicamente bem constituida, compro-
mete-se a entregar a outra entidade de uma
80 vez ou em perfodos igualmente espacados,
uma determinada quantidade de unidades de
moeda, aconte¢ca o que acontecer.

Nas operagdes financeiras incertas as mes-
mas entidades véem-se envolvidas em opera-
¢des sujeitas a um regime de probabilidades.

Fundamentalmente o tipo de situa¢des que
se descreve para uma das entidades é o
mesmo em relagdo a outra, atendendo a que
uma tem saldo positivo resultante dos «favo-
res» prestados a outra; de notar que num
instante a soma das duas quantidades é cons-
tante.

I. Operagaes financeiras certas

Suponhamos que a entidade A empresta
o capital 1 a entidade B por um perfodo
de tempo; em retribuigio A costuma pedir
uma taxe de juro i que representa a quan-
tia, expressa em unidades de capital, que a
entidade B tem de pagar em cada perfodo
pela unidade de capital em retribuicio do
valor do empréstimo.

Mas a entidade B pode, ao fim de um
periodo, néio se encontrar em situagio que
permita liquidar o empréstimo; entdo pede
a A que a prolongue por n periodos, ao
fim dos quais B deveri retribuir a 4 a

quantia (1 4 ?)* dizendo-se entéio que 4 ca-
pitalizou em regime de juros compostos.

Todavia A podia raciocinar de modo dife-
rente e querer determinar a quantidade que
devia emprestar, em regime de juros com-
postos, para ao fim de n perfodos obter o
capital 1. Surge entdo a grandeza v — factor
de desconto, que se define pela igualdade

1) v(l+4)=1

e que representa o valor do capital que vale
1 unidade ao fim de um perfodo. Associado
a v define-se d — taxa de desconto efectiva
por uma das igualdades

2) D1y
2") d=1v.

Dir-se-ia, no caso presente, que A estava
a determinar o valor actual 1 ao fim de um
perfodo; ao fim de n periodos teriamos o
valor actual v" do capital 1.

[Estas duas situagbes que acabamos de des-
crever traduzem dois tipos de operagdes in-
versas uma da outra e que sio respectiva-
mente a capitalizacdo e actualizagdo.

Esquematicamente

i ) A A

(1 + 9) (1 +7)
B - B S B
Vv Vv Vv

B
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Acontece com frequéncia que os encargos
sofridos por uma das entidades determina
um acordo entre elas por forma que a ope-
ragio em causa (capitalizagdo ou actualizacéo)
seja feita ndo no periodo vulgar de um ano,
mas sim em fracgdes desse mesmo perfodo,
estabelecendo uma taxa de juro fraccionado
in, que representa a quantia, expressa em
unidades de capital, que a entidade a quem
se emprestou tem de pagar pela unidade de

capital e por cada fracgio % do perfodo,

em retribui¢io do valor do empréstimo.
Definimos agora as quantidades i™ — taxa

de capitalizagdo nominal — convertivel m ve-

zes em cada um dos perfodos a que se refere

a taxa i, pela igualdade

1
3) i =m[(L44)™ —1]

o d™ — taza de desconto nominal — conver-
tivel m vezes em cada um dos perfodos a
que se referem as taxas i e d, por uma

das igualdades

1

4) A" =m[1 —v"]

1
4') ™ =m. ™. ™,

Nesta tltima

i Sil.
5) o™ =(1+1) "

Duas taxas dizem-se equivalentes quando

‘i{m)

6) Ty =

m

Dé-se o nome de taxa instantdnea de capi-
talizagdo & grandeza § definida por

7) ¢ =log, (1 + ¢) = lim &

m=>co

e taxa instanidnea de desconto & grandeza &
definida por
7) §'= lim d™.
n—>o0

Até ao momento o contrato determinava
que uma das entidades entregasse, de uma
vez por todas, passado um certo prazo,
uma certa quantia. Nada impede que no mo-

mento do acordo uma das entidades resolva
geguir uma das modalidades seguintes:

M, — emprestar a unidade de capital ao longo
de n periodos, fazendo n entregas
iguais ;

Mgy — emprestar k unidades de capital no pe-
riodo nimero %k (1 Lk ZLn);

Mz — emprestar p + (k — 1) ¢ unidades de
capital no periodo nimero /% (1Lk<Ln);

N —emprestar (de acordo com M;, M, oum
Mz) apés terem decorrido k periodos
a contar do momento em que se celebra
o contrato., Diz-se que houve k perio-
dos de diferimento ;

O; — as entregas (em M;, My, M5 ou N) sdo
feitas no comego de cada periodo a
contar do momento em que se fez o
contrato; diz-se que os termos sio an-
tectpados ;

Oy — as entregas (em M;, My, Mz ou N) sio
feitas no fim de cada periodo e entio
diz-se que os termos sio postecipados ;

P — as entregas indicadas em O; e Oy podem
fazer-se em fracgdes do perfodo e os
termos serdo fraccionados.

Antes de passarmos & dedugio da férmula
geral que sintetiza as situagdes indicadas 6
que definem econtratos de renda vamos intro-

"duzir a simbologia adequada. Deste modo :

a—valor actual, referido ao infcio do
primeiro perfodo, de uma renda;

8 — valor acumulado, referido ao fim
do dultimo periodo, produzido por
uma renda ;
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n| —uma letra afectada deste fndice di-
reito indica o nimero de perfodos
durante os quais se faz a entrega;

k| —uma letra afectada deste indice es-
querdo indica o ndmero de perio-
dos de diferimentos ;

(m) —uma letra afectada deste expoente
indica que houve fraccionamento do
periodo e portanto durante n pe-

: 1
riodos, havera mn entregas de e

unidades de capital.

indica que os termos da renda se
dispdem em progressos aritmética
do 1.° termo p e razio q(!);

(Ip.q‘)_'

(+») —uma letra encimada com este sim-
bolo indica que a renda tem termos
antecipados.

Devemos ainda ter presente que para pas-
sar, numa determinada operagio O, dos va-
lores deduzidos com termos partecipados ou
normais aos valores deduzidos com termos
antecipados, isso equivale a -capitalizagio
para o fim do perfodo

8) O0=0(1+7)
Reciprocamente
8") 0=0.v

No caso de fraccionamento teremos

o

9) O0=0(1+)"

1
9) 0=00"

Usando um determinado tipo de termos e
pretendendo passar para os valores dedu-

(!) Quando p =1 =g utiliza-se (I-) em vez de
(I5,4°) o mesmo acontecendo quando m=1 ou k=0.

zidos no outro tipo de termos, bastara aten-
der a

10) a=3g.ot
10') s=a(l + 7).

Apés estas consideracdes passemos ao cal-
culo (Zp,q a)(i'[) que representa o valor actual,
n

referido ao infcio do primeiro dos perfodos
de deferimento, de uma renda fraccionada
diferida de %' = mr periodos com m.n ter-
mos normais crescentes em progressio arit-
mética de 1.° termo p e razio q, cujo pe-

riodo 6 igual a -;;1— do perfodo de taxa 7.

Vil @8 =

mr-+mn t
{ > [phE=1)glvs

i=1

—E[p+(t—1191vﬂ=

=]

mr-4mn mr4mn
[P o0 o™ g > W“]

t=mr-41 t=mr-1

in[(p q)zv”‘ +92(mf+t)v"‘]v'

Pondo

11) o = Zv"‘

t=1

12) (Imr+l 14 E(m?‘-{-f Um

n| ??

resulta

¥|(Lpyq a)""’

13)
=[(p—q ale) + g (D1, a)f}'}’] v

Apesar de 13) sintetizar todas as situa¢des
M;, My, M5, N, Oy, Og e P por combinagio
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conveniente dos simbolos utilizados, recor-
re-se na pratica a relagdes existentes entre
as diferentes modalidades e de acordo com
valores que se encontram tabelados para as
diferentes taxas de juro(!). Tais férmulas
tém ainda a vantagem de permitira resolucéo
de problemas mesmo para valores nio tabe-
lados recorrendo a interpolagio.

II. Operagdes financeiras incertas

Uma entidade 4 prevé a realizacio de um
acontecimento que lhe acarreta um prejuizo
que pretende remediar. Pode, em certas cir-
cunstincias, contratar uma outra entidade B
que tome a responsabilidade de indemnizar
A caso o acontecimento ocorra. Em retri-
buigio B exige de A o pagamento de uma
certa quantia — prémio — durante um inter-
valo de tempo a combinar. Diz-se que as
duas entidades combinaram entre si um con-
trato de seguro.

Parece & primeira vista que a entidade A
estd em vantagem, enquanto B devera in-
demnizar todas as entidades 4; que estejam
nas mesmas condicdes de A. Todavia B
procede de modo analogo em relacio a outras
entidades mas agora na situagio inversa.
Além disso a probabilidade de realizagio de
certos acontecimentos futuros pode ser deda-
zida da frequénecia com que se realizaram no
passado, o que permite a B estabelecer os
prémios por forma a ndo perderem.

O seguro pode entio considerar-se como
um jogo entre as entidades 4 — a que cha-
maremos sequrado —e B ou companhia se-
guradora e tem por fim distribuir igualmente
por um grande nimero de segurados o pre-
juizo causado a um outro.

Esta ideia de mutunalidade implica, desde
logo, que nenhum segurado se encontre em

(1) Vide por exemplo Tabelas Financeiras e Actua-
riais.

sitnagiio vantajosa relativamente aos outros,
pelo que as contribui¢des individuais devem
Ser preporcionais

a) & indemnizacgdo prevista
b) ao risco coberto.

Uma vez postas em comum as contribui¢des
dos segurados, elas perdem a sua individua-
lidade e constituem um fundo comum desti-
nado a cobrir os riscos.

IL. 1. Jogo equitalivo

Suponhamos que dois jogadores 4; e 4,
combinam entre si o seguinte :

A] 0,‘ a Ag
(4 )

paga E; a 4,
pela saida de um acontecimento a; no es-

quema
a— (a'l ’,“'}‘Ll)
P13 Pn

se excluem mutuamente e

paga

onde os a;

ipt-:l.

i=1

O jogo dir-se-a equitativo quando

14) ip;(@;—E;}:O.

il
Designando por
Dy= 3 pi(C— EY
i=1
15)
Dy = Epi(Ei" Cy~
i=1

define-se a quantidade D — risco médio li-
near do jogo — pela igualdade

|
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1 n
16) D=Ezp¢|0,——E,E.

i=]

A grandeza M — risco médio quadrdtico—
define-se por

17) M= Véps(a‘— E;)?
i=1

e chama-se risco mdximo & quantidade

18} M = ID?I.X(C,:* Ei).

O jogador A4, pode combinar o mesmo
gistema com outro jogador Az para cobrir
os prejuizos que o primeiro jogo lhe possa
trazer. O risco matematico do jogador A4,
na hipétese de jogo equitativo sera

Dy, = E pi(Ci— Ei — Dy)*
i=1

De modo anilogo o risco mateméatico do
jogador A4j em relagio a 4, seria

fhi = Zps(C’e— E;— Dy — DA*,)+ 5
=

Para todos os riscos Dy, Dy, Dj,---
prova-se o seguinte teoresma de BOHLMANN

TeOREMA 1. Seja d; = C; — E;; entdo, se
pelo menos um d; for positivo, a série

Diﬁg + Di\l + Dﬁl + iy
converge e tem por soma 9.

Este teorema apresenta grande interesse
quando os acontecimentos a; seguem a lei
de Gauss.

*

* #*

Seja ¢ a probabilidade de chegada de um
acontecimento, e C' o valor actual da soma

que a companhia devera pagar; entio a es-
peranca matematica do segurado é

19) E=qC

e, tratando-se de um jogo equitativo, o pré-
mio puro P

R0

seria insuficiente para:

a) pagar as despesas de gestio da em-
presa;

b) prevenir-se contra os desniveis que
possam ocorrer.

Somos assim conduzidos ao pagamento de
um prémio P’ a determinar por uma igual-
dade da forma

20) Pl(1—6)=qC(l+2

onde 6 e ) sio constantes.

A condicio indicada em b) permite estabe- -
lecer a grandeza d — encargo do risco que é
a diferenca entre o prémio P’ que realmente
se paga e o prémio indicado em 20). K usual
fazer o seu calculo proporcionalmente ao
risco médio linear e vai constituir uma reserva
de garantia que intervird quando o nidmero
de sinistros ultrapassar o seu valor maig
provavel.

II. 2. Jogo ndo equilativo

Viu-se que o prémio P” ndo corresponde
a esperanga matematica do segurado o que
torna o jogo nio equitativo.

Consideremos as quantidades

G — bolo
p — probabilidade de ganhar
¢ — nimero de partidas

n

Elnmmi ——
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Seja
21) PG—1n=(p—9 @G

a entrada do jogador.

Se, ao fim de p partidas, tiver havide um
desvio + h entre o ndimero provavel pp de
vezes que esse jogador devia ter ganho e o
niimero de vezes que ganhou, pode dizer-se
que enfrou nos jogos com a quantia pG (p—¢)
tendo recebido G (xp=£k) pelo que lucrou

29N (et ) = G’p(ei%) i

Sl
Como ¢ 6 constante e lim — = 0 segue-se
-

que o sinal de p acaba por ser positivo,
donde

Prorosigho 1. Se a entrada de um joga-
dor é inferior & sua esperanga matemdtica de
uma quantidade n a probabilidade de que este
Jogador tenha lucro tende para a unidade
quando o niumero de partidas cresce indefini-
damente.

A grandeza que garante o lucro da-se
o nome de carga.

O estudo que acaba de fazer-se permite
compreender como as companhias garantem
o lucro.

Seja

0o maximo valor do desvio do nimero de si-
nistrados. Verificando-se um desvio desfavo-
ravel, a companhia terd um prejuizo

24) Q="ruG=V2pqp.-2G.

Se a companhia tiver np segurados pa-

gando a quantidade % para segurar um

risco de probabilidade p e valor -%,

teremos

2 : G
20) Q=hpG=V2pnpq-X =
De 24) e 25) resulta Q' < Q pelo que

Prorosigio 2. Para o mesmo fotal de
prémios recebidos anualmente, a companhia
tem vantagem em que eles se refiram a um
grande numero de sequrados pagando menores
prémios e, consequentemente, sequrando quan-
tias menores.

Da-se o nome de pleno ao valor maximo
que a companhia pode segurar por unidade
de risco conservando a probabilidade de nio
sofrer prejuizo superior a uma quantia Cj
previamente fixada. O seu valor sera

26) -0

e podémos dizer

Proposigio 3. O pleno varia na razdo
mversa da raiz quadrada do nimero de sequ-
rados ; no caso de n p. sequrados o pleno cresce
proporcionalmente & ratz quadrada do nimero
de seguros.

A fim de compreender um pouco melhor
como uma empresa deve ser estavel anali-
semos rapidamente o problema classico da
ruina de uma estrutura markoviana com
barreiras absorventes em 0 e a. Sejam p.
(probabilidade de sucesso) e g¢. (probabili-
dade de ruina). Apés a primeira partida
obtemos

27) =Pt +9¢1 1<2<a—1

com as condigdes de fronteira

28) qo=1 %=0
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Na determinagio de uma expressio expli-
cita para ¢. consideremos os casos

a) pF#gq.

Neste caso 27) admite as solugdes parti-
culares

g-=1 e ;=(%)==u=.

A solugiio geral sera da forma
29) gqg- = Cl + 02 u’
e, atendendo as condigdes 28), vé-se que

u® C, = 1

5 1—us

C; =

u* —1

valores que substituidos em 29) dio

30) =t

As solugdes particulares ¢. =1 e ¢. = 2,
e de novo as condigdes de fronteira, permi-
tem escrever

Z
31) g:=1——.

Sendo p. a probabilidade de sucesso de
um jogador igual & probabilidade de ruina
do seun adversario, obtem-se a expressio
para p, substituindo nas formulas anteriores

P>

ge=—=p

o, finalmente

32) Pt g:=1.

Estas consideragdes permitem afirmar :

Prorosigio 4. Considerando um jogador
A com capital inicial z jogando contra um
adversdrio infinitamente rico; A tem o previ-
légio de parar quando quiser e adopta a se-
guinte estratégia : joga até perder o seu capital
ou prossegue até ganhar a — z. Nestas con-
digdes p, é a probabilidade de sucesso e q,
a probabilidade de faléncia.

A iltima possibilidade de ganhar ou perder
para o jogador A é uma variavel aleatéria
G que toma os valores a —z e —z com
as probabilidades p. e ¢. respectivamente.

Tem-se

E[@]=a(l —g.)—2
E[G]=0

PFEq
P=gq

33)

o que se traduz dizendo «um jogo favoravel
continua favoravel e nenhum jogo desfavo-
ravel pode ser modificado em favoravel».

Para finalizarmos estas consideragbes,
damos sem demonstragio a seguinte

ProrosigXo 5. O valor médio D, da du-
ragdo do jogo no problema cldssico da ruina

é dado por
1 1—u®
——|z—a
q—Pp [ 1-—u“:] Bid

(a—2z)z

84) D=
P=4¢

ITI. Seguros de vida

Conforme vimos anteriormente as opera-
¢des financeiras certas distinguem-se das ope-
ragdes financeiras incertas porquanto as pri-
meiras se baseiam apenas na «teoria do
interesse» enquanto as ultimas assentam no
conhecimento de taxas de sobrevivéncia dos
individuos. Estas séio baseadas essencialmente
em dados estatisticos agrupados em «tabelas
de mortalidade».
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III. 1. Definigdes

Para certos acontecimentos aleatérios é
impossivel calcular uma probabilidade por
um raciocinio a priori, além de que nao se
apresentam em numero arbitrario. O «espio-
lhamento» estatistico relativo a um grande
nimero de acontecimentos mostira que se
pode considerar um certo nimero de casos
favoriveis para os quais se define uma pro-
babilidade através da frequéncia com que
ocorreram no total de casos observados.

Admitindo a existéncia de tais probabili-
dades eliminam-se todas as causas que possam
acarretar situagdes desfavoraveis (doencas,
profisstes perigosas,...) e faz-se a hipdtese
adicional: a probabilidade de sobrevivéncia
conjunta do grupo é igual ao produto das pro-
babilidades de sobrevivéncia dos elementos que
o0 constituem.

Numa colectividade constituida por indivi-
duos correndo riscos andlogos adoptaremos
as seguintes convencgdes:

() — individuo da colectividade e de idade z;
lp —nimero de nados-vivos;
[, — nimero de individuos, dos [ iniciais,
que atingiram a idade a;
P, — probabilidade de (x) atingir a idade
x4 n;
.0, — probabilidade de (x) nio chegar a
idade a + n;
aleds = probabilidade de () morrer entre as
idades n +n e x +n 1.
De um modo geral teremos as seguintes
regras:

R;) a letra p(q) afectada de indices designa .

sempre uma probabilidade de vida
(morte) ;

Ry) o indice que esti & direita da letra p
(ou ¢) representa sempre a idade do
individuo a que essa probabilidade se
refere ;
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R;) quando o fndice que esti i esquerda
do p (ou ¢) 6 seguido de um trago
vertical, tal exprime o tempo que so-
mado ao fndice da direita define a idade
a partir da qual se exprime a probabi-
lidade ;

R,) os fndices iguais & unidade suprimem-se
por vezes na escrita ;

R;) se n=0=p, =1 4,=0.

al . i . .
I evidente que, para um mesmo individuo,
ge verifica a relagio fundamental

35) ﬂpm +‘ ﬂ.gz = 1

e por aplicagiio do teorema das probabilidades
compostas segue-se

n—1
36) nPe= H Pzyt

t=0

Pondo 7 = n; + 7y vem

37) nytngPz = ny Pz * ngPatny
donde se deduz a trivialidade
38) nl+n,px <7 ng Pzt ny »

Temos ainda

39) n |tz = nPz * tz+n = nPz — n+tfz

o que permite calcular ,q. (!) atendendo ao
teorema das probabilidades totais

n—|

40) ndz = 2&[1?1-

t=0

Se designarmos por /., 0 nimero pro-
vavel de sobreviventes com idade @ + n de

(1) Recordar que é um acontecimento composto por
varias formas incompativeis umas com as outras.
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um grupo cujo nimero é /., fixado previa-
mente, verifica-se

l:-i-n

41) npm —] {x

que traduz a definigiio classica de probabili-
dade.

Fazendo » =1 em 35) e 41) vem
b=l d.

=) Gaamyer

que permite definir a grandeza d. — taxa de
mortalidade anual (para a idade x). O conhe-
cimento de ¢. permite a elaboracio de tabe-
las de mortalidade anuais que por sua vez
permitem a construgiio de tabuas de sobre-
vivéncia a partir do ntmero inicial [, de
observados, mediante o seguinte sistema de
relacdes

h=01— )

b1 =Ll —g) =0T —q)
t=0

43)

onde os ¢, se obtdm por recenseamento.

Todavia procura-se arranjar uma fungio
f(z) que, dependendo de um nimero de pa-
rametros comparativamente reduzido, traduza
o melhor possivel a ignaldade
44) Lyn=f(z+ n) Mne@.

De Vary<imgtiresnlta > lci(s
além disso sabemos que [, se encontra defi-
nida para @ >0 e que existe w —a que
chamaremos idade limite — tal que [, =0
sempre que & > w. Nestas condigdes pode-
mos definir a grandeza p, — fara instan-
tanea de mortalidade — pela relagio

U
Pz = — zx

45)

e intensidade de vida — p, por

1
o

46)

Pz =

A taxa instantinea de mortalidade p. nio
¢ dada directamente por observagio, mas a
partir das tabelas podemos determina-la nu-
mericamente utilizando uma das formulas

47) o = l’”+ll”"" (NYSTRON)

47y 39 8 (ot — lo1) = (lovg — ley9)

121,
(xx2) (SmRLING)
De 45) obtém-se
'—ff"'z - de
L=1I-.e °
e portanto
x4

-—fp.r - dr

48)‘ gp: = ¢ z 0

Como 0<t<oo=31>p.>0, o teo-
rema de CAucHY permite afirmar que existe
um valor 6 — vida provavel de um individuo
de idade x tal que

1

ﬂpz";'?

49)
o que significa que um individuo de idade =
tem tanta possibilidade de viver daquia 6 anos
como de estar morto nessa altura. Devera
entender-se por vida média do grupo G ao
valor e, dado pela expressio

e, =%ile+l-

t=1

50)

A vida média do individuo de idade 2 sera

51 : —-1 -
e = S
) E 2

PAPTY
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Ao pretendermos calcular a probabilidade
de sobrevivéncia do grupo constituido pelos
individuos =z;,:..,2; (considerado como um
todo) somos conduzidos ao estudo de

52) lzl,.‘.,:z:k: (ml,"',wk)=
k
=[If(@)=]]%,:.
i=( i=[)

Aos simbolos ja utilizados temos necessi-
dade de acrescentar:

@y, ,x; — aletra p (ou g) afectada deste
fndice direito indica uma pro-
babilidade de vida ou de morte
relativa ao grupo constituido
por k& individuos e extinguivel
4 primeira morte;

.

@y, -+, — indica que na probabilidade se
consideram «pelo menos j»
dos individuos do grupo;

[/]
@y, +,ax; — indica que se devem considerar

cexactamente j» dosindividuos
do grupo.

Examinando o caso em que k=2 temos

53) n?)xﬂ + nq;:‘ﬁ =1
ou

Qv —
53) n' @,y nqz’y_.‘l i

Dado que os acontecimentos intervenientes

no calculo de p__ nio siio incompativeis,
n zly

obtém-se

54) npz_y o upx + npy b ;

) nzy

Para o calculo de p 1 devemos atender
n ox.y

a que os acontecimentos componentes sio:

a) z sobrevive e y morre

b) y sobrevive e x morre

donde

55) pum=_p + p—2

npzly-
8 o,

=

Analogamente se estabeleceria uma fér-
mula para ¢ ¢ atendendo a que a indepen-

n o,y
déncia se transmite aos contraditérios.
Podemos agora calcular a probabilidade

¢— de que a primeira morte ocorra no
n|t z,y

intervalo [n,n + ¢] obtendo-se

) 2 e PR St A

6) ﬂ|£qx,y npx,y ;q:+n,y+n
Consideremos o caso muito frequente de

seguros onde se pretende calcular a proba-

bilidade de que () morra entre n e n + ¢

e (y) sobreviva ao fim de »n + ¢ anos; desig-

nando tal probabilinade por  ¢;  teremos
n|t =,y

5?) g1 3 Sin |£q:r: i ﬂ-!wtpy =

njt =z,
7 (npr_n+!px) “nttPy

O simbolo  ¢:

n|t =,y
de que () morra entre os anos n e n ¢
e simultineamente morra antes de (y).
Trata-se de um acontecimento composto
das seguintes formas :

designa a probabilidade

a) (y) ndao morre até aos n-4{{|y anos;
b) (y) morre depois de (x);

0 que permite escrever

58) q1

n|t =,y

1
= E(npx_n-i-lpz) (up*y Y, ﬂ+tpg)'

Finalmente calcule-se Q

z,Y
a probabilidade de que () morra antes de
(y). Por decomposigio do acontecimento em

que representa

N e T b i
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formas incompativeis duas a dumas resulta:

W—x

59 o=
) ;59' ‘Esutllq;r.‘l

III. 2. Equagdes de sobrevivéncia

Retomemos por instantes as nogbes de
taxa de mortalidade anual e a de coeficiente
instantineo de mortalidade para chamar a
atencio a:

RS
k

61) P-x;,.‘.,mk = EFm‘
=

Na pratica considera-se uma idade actuarial £
tal que

1 k
K= b

isto é, a for¢a de mortalidade correspondente
& idade actuarial é a média aritmética das
forgas de mortalidade dos diversos individuos
do grupo.

Na construgéio de tibuas que permitam a
determinagio do prémio ha intimeros facto-
res a considerar. Citaremos a idade, sexo,
profisséio, regido geografica entre outros para
justificar o aparecimento através dos tempos
de algumas férmulas para o calculo de /.,
tais como :

62) I,=286—= (Mo1vrE)
k ;
63) L= E aa® 2=k=D5 (LAMBERT-
n=0
-YouNG)
64) L= E 4; e (LAURENT)

k=1

B5); e g o (Saxa)
66) 4 15 e d T B 20t LR DS (LAzARUS)
60) L=k g (GomMPERTZ)
68)" lz=1Fs*. g=° (MaKEHAM)

Fazendo em 68) 2 = 0 resulta

69) kil
g

Para o calculo de ¢ temos, sucessivamente
70) logl,=logk+a.logs+c®.logyg

1) Alog p,=c=(c —1)2.logyg

72) A" og I, = A" log p.
73) St OB Boti
Alog p=

e conhecendo os valores correspondentes as
idades #, # +1 e = + 2 pode substituir-se
o valor de ¢ dado por 73) em 71) para de-
terminar g. Finalmente s obtem-se de:

74) logps=logs+c*(c—1)-logyg

Calculam-se por este processo tantos grupos
de constantes (¢, g,s) quantos os grupos de
trés observacgdes procedendo-se depois a um
ajustamento pelo método dos minimos qua-
drados.

No entanto Harpy e King determinam ¢
a partir de

19)
4i-1 50-1 261
Z log l=+k—2 Z log l;_;_k—f— E log Z,_H,
of — k=3¢ (=Y
-1 2:-1 2¢-1
Z log l,+k—2 2 IDg gs—}—k']‘ E l()g Z;.i_k
k=2¢
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IV. Fun¢des de comulagdo e tipos de

seguro

Comutacdes sio funcdes que dependem da
taxa de juro e das idades dos diferentes
componentes do grupo a que as operagdes
vitalicias dizem respeito. I usual classifi-
ca-las em

1. Funcdes de comutagio em caso de vida

76) Dy=v*.1,
) Ne= 3 Day,
=0
e T
78) Sx e g& AN x4t

2. Funcdes de comutagio em caso de
morte.

Se admitirmos que a morte se di a meio
do ano temos

79) C.=v ?.d,
80) M= Ceye
81) R.=SNM,,.

No caso em que se consideram as mortes
no fim do ano definem-se as' fungdes de
comutagio

82) Gt
83) M= Cuy.
84) Rg ' 2 Mx_i.j .

t=0

Com o auxilio das fungdes de comutagiio
facilmente se calculam :

a) capital diferido — operagio que com-
porta o pagamento de um capital a uma pes-
goa indicada, se esta for viva no fim de um
prazo prefixado. O seu valor é dado por

D ztn

85) @ o N S

x

b) renda vitalicia imediata — a entrada em
jogo 6 imediata, os pagamentos fazem-se no
fim dos periodos e dura enquanto o rendeiro
for vivo. Tem-se

oo

ax=2ﬂpx.v“=

n=1

86) M,

D,

¢) renda vitalicia tempordria — a entrada
é imediata, a renda 6 paga durante a vida
do beneficiario e quando muito durante um
certo nimero n; de anos previamente fixado.
Calcula-se por

& Vobr = Nu'ticen
81) WGFE&,UE&LDLM,

n=]

d) renda vitalicia diferida — a entrada é

diferida de », anos, a partir da qual a renda

6 paga e até morte do rendeiro. O seu valor
é de:

o

e S e

n=1

Niy14n
88) et Bl L
D,
e) renda vitalicia diferida tempordria — a
entrada é feita como em d) e o pagamento
de acordo com c), donde resulta:

ny

89) ng| ny@e = E ng+nPx Vet =
ne=l
_ Netrgny — Notrngny
D.
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A titulo de exercicio calculemos o valor
a™ de uma renda fraccionada imediata, com
termos constantes normais cuja soma dos m
termos pagos em cada ano corresponde a
uma unidade de capital, pagavel a (x) en-
quanto for vivo, Teremos entio :

1 oo

90) al mZT:T

1 1 1
At
el Y e e ]

B m JTE T2 ’._'!‘

= 9 Ay
+ (1—;>UE,+—1E, i

E 2 2 7]
+L(1—;>1Ex+—2Ex e "}=
= (m— ij1>oEx+mjllEx+ -.:I-I-
i (m__m+1>lEx+m+12Ex+,.]=

; 2 2

m—1
R 0B+ m(1Es + B + --1) =
oSN et

A férmula que acabamos de estabelecer é
de grande utilidade pelo uso que dela se faz
no calculo de outras expressdes e também
por permitir a redugdo a valores tabelados.
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