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Uma introducdo & Teoria das Distribuicdes

por Fernando Sequeira
Lishoa

(Continuagio do nimero anterior)

7. Uma topologia em @ (R)

Descrevemos € (R) como sendo uma am-
pliacio de @(R) que conserva a sua estru-
tura vectorial e que torna a derivagio sempre
possivel ; os seus elementos siio as derivadas
generalizadas de funcdes continuas.

Para definirmos uma topologia em & (R),
vamos agora recorrer ao facto de ele ser a
soma vectorial de uma familia numeravel
(€ (R))qen de espaces vectoriais complexos
¢ (R), em que para cada natural ¢, & (R)
designa o sub-espaco de @»(R) constituido
pelas distribui¢des que se podem representar
como derivadas de ordem ¢ de fungdes con-
tinuas. Em cada um destes espagos &, (R)
introduziremos uma topologia T, que verifica
certas propriedades (I e II deste paragrafo)
sendo a topologia do Cu(R) definida como
soma das topologias T,.

No entanto, é o conceito de convergéncia
relativo as topologias T, que nos interessa
em especial, ou mais precisamente, a con-
vergéncia num pelo menos dos & (R) (su-
posto munido de T,).

O leitor que queira evitar consideracdes
de natureza topolégica pode pois utilizar-se
da definicio de T, e do consequente critério
de convergéncia dado para sucessdes, e
prosseguir a leitura dos restantes paragrafos
do trabalho.

Visando uma analise um pouco mais deta-
lhada do problema, vamos descrever um
processo de chegar & referida topologia de
@ (R), citando também algumas das suas

principais propriedades. Com o mesmo objec-
tivo sugerimos a resolugdo dos problemas
que seguem no fim do paragrafo. Para faci-
litar a leitura, este paragrafo vem acompa-
nhado de dois apéndices e de notas, com
resultados, definicdes e propriadades a uti-
lizar.

Comecemos entiio por considerar uma certa
topologia T; que se utiliza geralmente em
€(R) e se impde pelas suas propriedades, e
determinemos uma topologia T sobre €u(R)
tal que:

A. A topologia induzida sobre €(R) por
T ¢ menos fina que Ty (o que assegura que
toda a sucessio convergente em € (R) se-
gundo T, é também convergente segundo );

B. O operador derivacdo D ¢ continuo
para a topologia T

C. @ (R) munido de T é um espago vecto-
rial topoldgico separado.

Isto é uma topologia em €u(R), que torna

-0 operador derivacio continuo, e tal que €(R),

munido de T, fica topoldgicamente incluido
em Gy (R) .

A topologia T, Obviamente compativel
[nota 1] com a estructura vectorial de €(R)
pode ser introduzida alravés de um sistema
fundamental de vizinkangas da origem [nota 1]
constituido pelas partes V (I,c) de C(R) se-
guintes; para cada intervalo compacto ICR,
e cadareal ¢>0, V(I,c) é constituido pelas
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Sfungdes fe@(R) que verificam a desigualdade

mae /()] =

Sempre que n#o exista perigo de confusdes
usaremos também a notacdo €(R) para desi-
gnar o espago vectorial topolégico assim
obtido.

A topologia T, verifica algumas proprie-
dades que nos interessa salientar:

1. Uma sucessdo ( fy) de fungdes f,eC(R)
converge para feCR), se e s6 se ela con-
verge uniformemente para f sobre todo o inter-
valo compacto 1 CR.

O operador primitivagio definido sobre ¢(R)
é pois continuo, verificando-se a igualdade

lim (9 f,) = lim (f.)

para toda a sucessio (f,) convergente em
e(R).

2. @(R) munido de T, é limite projeciivo
[nota 2] de um sistema projectivo de espagos de
Banach [vidé apéndice I].

Por sua vez, para cada ¢ natural, o sis-
tema fundamental de vizinhancas {[D?V(I,¢)]:
Ie?,¢ real positivo}, onde 2 é o conjunto
dos intervalos impactos /C R, define uma
topologia T, sobre G, (R) tal que:

I) ©(R) munido de T, é limite projectivo
de wm sistema projectivo de espagos de Banach
[ver apéndice 2];

II) Sao continuas as seguintes aplicagdes
lineares :

1. A dnjecgdo candnica ©(R)—~€,(R) (o que
assegura a convergéncia em €, (R) de
toda a sucessdo convergente em €(R));

2. A injecgdo candnica €, (R) - & . n(R)
(m: natural) (o que assegura que toda
a sucessio convergente em &,(R) é
também convergente em €., (R));

8. A restricsdo de D a €(R), conside-
rada como aplicagdo de ©(R) em €,(R);

4. A restricgdo D™ (m: natural) a €,(R),
considerada como aplicagdo de €,(R) em

Crtm (R} *

De acordo com T,, uma sucessdo (¢,) de
elementos de €,(R) converge para ¢e& (R),
se e s6 se existirem uma sucessdo (f,) de ele-
mentos f,€C(R) e uma fungdo feC(R) tais
que: a) 9 =[D'f] e para todo o natural n,

on=[D"fa]; b) (fa) > f em CR).

Obtém-se assim uma familia numeravel
(¢, (R));en de espacos vectoriais topoldogicos
que verifica as seguintes propriedades:

7) Todo o ©,(R) verifica 1,

i) Quaisquer que sejam o0s naturais q e
m, tem-se €, (R)C €. (R), sendo a
injecgdo candnica @ (R) — @ in (R)
uma aplicagdo linear continua ;

i) C€,(R) é a soma vectorial dos espagos

% (R).

Nestas condi¢des é natural munir-se €. (R)
da mais fina das topologias que tornam con-
tinuas as injecgdes candnicas €, (R) — G (R),
denominada soma das topologias T,; isto é,
da mais fina das topologias que induzem em
cada um dos € (R) uma topologia menos
fina por T,. Entdo, em virtude de II 1, ela
induzird em @€(R) uma topologia que é também
menos fina que Ty, como se pretendia. E de
acordo com essa topologia, que designaremos
por T, o operador derivagdo é continuo, como
se pode provar facilmente. Para o efeito
basta ter em consideragio II.4 e que um
conjunto A C @ (R) é aberto segundo T, se
e 86 se cada uma das intersecgdes ANG,(R),
geN, é um aberto de T,.

Mas para o que se segue, tem particular
importdncia a convergéncia num pelo menos
dos €,,(R). Relativamente a esse tipo de
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convergéncia é ainda verdadeiro que se uma
dada sucessdio (9.) de distribuigdes converge
para ¢ nesse sentido, a sucessdo (D ¢,) das
suas derivadas converge também para D¢
num pelo menos dos & (R), e nesse sentido
pode escrever-se

D lim (9,) =1lim (D o,) .

Nota 1

Dado um espago topolégico X, denomi-
na-se vizinhanga de uma parte 4 C X, todo
0 conjunto que contém um aberto contendo 4.
As vizinhangas de uma parte |u| com ueX
denominam-se também vizinhancas de .

Posto isto, demonstra-se que o conjunto
?(u) das vizinhancas de um ponto ueX
verifica as seguintes propriedades :

1. Toda a parte de X que contém um
conjunto de ¥(u), pertence a 2 (u);

2. Toda a intersecgiio finita dos conjuntos
de ?(u) pertence a ?(u);

3. wu pertence a todo o Ve 2% (u);

4. Se Ve%(u), existe um We?(u) tal
que V¥ é uma vizinhanga de todo o ponto
de W.

Reclprocamente, se para cada ue X existe
um conjunto 2 (u) de pontos de X que veri-
fica 1, 2, 3 e 4, entfio existe uma & uma 86
topologia sobre X tal que para'cada ue X,
?(u) é o conjunto das vizinhancas de u.

Isto significa que uma topologia sobre um
conjunto X pode ser definida pelos conjuntos
2 (u) das vizinhancas de cada um dos seus
pontos ueX. Mais precisamente, para a
definir é suficiente dar para cada ue X, um
sistema fundamental de vizinhangas, isto é,
um conjunto §(u) C ¥ (u) tal que para todo
o Ve?(u) existe um Weds(u) tal que
WcV. 2(u) sera entio constituido pelas
partes.de X que contém um conjunto de

S(u).

A topologia T diz-se separada e X um
espago separado, se além das propriedades
1, 2, 3 e 4, X verifica ainda a seguinte:

5. Quaisquer que sejam u,veX, com
u=+v, existem Ue?(u) e Ve?(v) tais
que UN F=2.

Se X 6 também um espaco vectorial com-
plexo, diz-se que T & compativel com a sua
estructura vectorial, sempre que se verificam
as seguintes propriedades :

6. Se w=u-+v, com uw,v,weX, entdo
qualquer que seja We? (w), existem Ue?(u)
e Ve?(v) tais que U4V W;

7. Se w=»k.u, com 1eC e u,welX,
entdio qualquer que seja a vizinhanga
We?(w), existem Ue?(u) e um real ¢>0,
tais que (A + 1)U cC W para todo o com-
plexo A' verificando |X|<c¢.

Como consequéncia destas propriedades
resulta entio que sendo ueX e §(0) um
sistema fundamental de vizinhancas da ori-
gem, o conjunto das translatadas u + V,
com Ves(0), 6 também um sistema funda-
mental das vizinhangas de wu. Este resul-
tado permite pois, definir uma topologia
sobre X, compativel com a sua estructura
vectorial, por meio de um sistema funda-
mental de vizinhangas da origem.

De uma forma geral, seja $(0) um con-
junto de partes de X (que supomos um
espago vectorial complexo) que verifica as
seguintes propriedades :

t. O zero pertence a todo o conjunto de

$(0);

i. Quaisquer que segjam U,V e s (0),
existe um Wes(0) tal que WCUNV;

wWi. Qualquer que seja u =0, existe
Wes(0) tal que u¢W;

w., Se Ued(0), existe Wes(0) tal que
WxtWclU;

v. Se ueUes(0), existe Ves(0) tal
que u+VcU;

vi. Quaisquer que sejam Ue §(0) e o com-
plexo a==0, existe VeS(0) tal que aVC U;
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vit. Quaisquer que sejam Ued(0) e ve X,
existe e >0 tal que AveU quando |A|<e;

vitt. Qualquer que seja Ues(0), existe
e >0 tal que A\UCU quando || <ce.

Nestas condi¢cdes demonstra-se que existe
uma e uma 86 topologia sobre X, separada,
compativel com a sua estructura vectorial,
para a qual §(0) é um sistema fundamental
de vizinhangas da origem.

Nota 2

Sendo 2 um conjunto parcialmente orde-
nado, filtrante & direita, diz-se sistema pro-
jectivo de espacgos vectoriais topolégicos com

indice em 2, todo o par ((Xu)aeg , (fa?}a,ﬁag))
onde (Xy)zeq 6 uma familia de espages vec-

toriais topoldgicos e (jf)?) é uma familia de

aplicagdes lineares continuas ff:Xﬁ—*;‘,‘]
cujo conjunto de indices é constituido pelos

pares «,3e?, com L3, e 08 ff’ verifi-

. . o
cam as seguintes propriedades: a) fa,
«e?, 6 aidentidade de X,; b) Quaisquer

que sejam « £ Ly, tem-se ,‘f ° /g =11

Posto isto, diz-se limite projectivo deste
sistema o par (X,(f.)g) onde X é um es-
pago vectorial topolégico e (fz)? 6 uma
familia de aplicagdes lineares continuas

fu: XX, tais que: a) ff o fy = fa quais-
quer que sejam «,Be?, com aLfB;
b) Dado um espago vectorial topolégico Y
e uma familia (g.)s de aplicagbes lineares
contfnuas ¢,:Y — X, , verificando as rela-
¢les ffogﬁzgu, «,Be? e « LB, existe
uma e uma 86 aplicagio linear continua
h:X —+Y tal que fyokh=g., para todo
0 xe?.

Nota 3

Chama-se espaco localmente convexo todo
0 espago vectorial complexo Z onde se definiu

uma topologia por meio de um sistema fun-
damental de vizinhancas da origem constituide
por conjuntos absolutamente convexos e
absorventes, isto é, por conjuntos V' que
verificam as seguintes propriedades:

1. au+ 3v pertence a V' quaisquer que
sejam u,veV e os complexos «,f, com

|2 +1B1<£1;

2. Paratodoo ueE existe um real p>0
tal que uepV.

E diz-se completo para as sucessdes, se
toda a sucessio de CaucHy, é convergente
em E.

Apéndice |

€(R) munido de T, é limite projectivo do
sistema ((£(1));, g, (}); seqy) definido como
86 8egue :

Teq)

a) % é o conjunto dos intervalos compac-
tos de R, munido da relacéo de ordem
(S

b) Para cada Ie?, F(I) é o espaco de
Baxacu formado pelo conjunto das fun-
sbes complexas definidas e continuas
gobre I, munido da estructura vectorial

usual e da norma definida para cada
felF(I) por

Ilfllznjgf |f ()]

¢) Quaigquer que sejam [,Je?, com
JcI, ¢f é a aplicagiio linear continua
F(I)-»F(J) que a cada feF(I) faz
corresponder a sua restricgio a J.

Para todo o /€2, a aplicagio candnica
2,:¢(R)—= F(I), acada fe@(R) faz corres-
ponder a sua restricgdo a /. T; 6 pois a
menos fina das topologias que tornam contf-
nuas as aplicagles p,.
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Apéndice Il

Pode demonstrar-se que ¢, (R) é isomorfo
a um sub-espago vectorial de €(R). Com
efeito, seleccionando um conjunto {x;, x,,
...} de ¢ pontos distintos de R, segue-se
que o sub-espaco vectorial F,(R) de €(R),
instituido pelas fun¢des fe@(R) que se anu-
lam naqueles pontos, é isomorfo a & (R): a
aplicacio ¥,;: F,;(R) > ¢ (R) que a cada
fel,(R) faz corresponder a distribui¢io
Y, (f)=[Df] é um isomorfismo vectorial.

Pode pois munir-se €;(R) da imagem dada
por ¥, da topologia induzida em F,(R) por
Ty, e essa imagem & precisamente T;. Ela
é de resto independente dos ¢ pontos esco-
lhidos inicialmente.

Recorrendo ao isomorfismo ¥, demons-
tra-se entdo ficilmente que &;(R) munido de
T, 6 limite projectivo do sistema (£ (1)),
(pj);,,h%) definido como se segue:

a) 2, é o conjunto dos intervalos compa-
tos de R que contém os ¢ pontos,
escolhidos, munido da relacio de or-
dem C;

b) Para cada Ie%,, F,(I) é o espago
de Baxacu formado pelo conjunto das fun-
¢des complexas, definidas e continuas sobre
1, que se anulam nos ¢ pontos considerados,
conjunto este munido da estructura vectorial
usual e de norma dada para cada fe I, (J)
por

IlfIl = max |f ()]

¢) ¢, para cada I, Je?,, com JcI,
6 a aplicagio de I,(I) em I,(J) que a
cada fel,(I) faz corresponder a sua res-
tricio a J.

As aplicagdes candnicas €, (R) - Fo(1),
Ie®,, sdo as aplicagdes p,o¥,' onde ¢, de-
signa a restrigdo a I; a topologia T, é pois
a menos fina das topologias que tornam conti-
nuas estas aplicagdes.

Problemas

1. Demonstre que:

a) O conjunto das partes V(I,¢) de
©(R), definidas neste parigrafo satisfaz as
propriedades ¢) a viY) da nota 1, determi-
nando por isso, univocamente, uma topolo-
gia T sobre €(R), compativel com a estruc-
tura vectorial deste espaco, separada, e para
a qual o referido conjunto constitui um sis-
tema fundamental de vizinhangas da origem ;

b) Cada uma das partes V(Z,¢) 6 abso-
lutamente convexa e absorvente [ver nota 3].

¢) ©(R) munido de T, é completo para
as sucessies.

2. Atendendo a que ©(R) munido de T
é limite projectivo de um sistema projectivo
de espacos de BaNAcH [ver apéndice I e
nota 2] e supondo que 7 é uma funciio defi.
nida sobre R e com valores em €(R), de-
monstre que :

a) Se para todo o @eR existe em ©(R)

505 A B T8 -7'(”+h;_j )
1>0

entio f é uma constante sobre R; de

uma forma geral, as solu¢des da equacgio
& \™ .

(T) f=0 (n nimero natural) sio poli-
&L

némios inteiros em « de grau inferior a =,

com coeficientes em €(R);

b) Se f é continua para a topologia T,

- tem-se ifzf(t)ah!=.;""(w) e portanto &
dax (1]

valida a férmula de BARROW
B a ~ -
JERUETIORHICO
em que ¢ 6 uma primitiva de _)7';

c) Se fé continuamente derivavel sobre
R e se ¢ é uma fungio escalar tambhém con-







