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Uma irtfroc/uçlío à Teoria das Distribuições 
por Fernando Sequeira 

Lisboa 

(Continuação do número anterior) 

7. Uma topologia em % ( R ) 

Descrevemos @u(R) como sendo uma am-
pliação de S(R) que conserva a sua estru-
tura vectorial e que torna a derivação sempre 
possível; os seus elementos são as derivadas 
generalizadas de funções contínuas. 

Pa ra definirmos uma topologia em e&>(R), 
vamos agora recorrer ao facto de ele ser a 
soma vectorial de uma família numerável 
(e,(R))J8N de espaços vectoriais complexos 
®9(R), em que para cada natural q , 65(R) 
designa o sub-espaço de ®&>(R) constituído 
pelas distribuições que se podem representar 
como derivadas de ordem q de funções con-
tínuas. Em cada um destes espaços eg(R) 
introduziremos uma topologia que verifica 
certas propriedades (I e I I deste parágrafo) 
sendo a topologia do <2».(R) definida como 
soma das topologias \ . 

No entanto, é o conceito de convergência 
relativo às topologias % que nos interessa 
em especial, ou mais precisamente, a con-
vergência num pelo menos dos &q (R) (su-
posto munido de EH). 

O leitor que queira evitar considerações 
de natureza topológica pode pois utilizar-se 
da definição de % e do consequente critério 
de convergência dado p a r a sucessões, e 
prosseguir a leitura dos restantes parágrafos 
do trabalho. 

Visando uma análise um pouco mais deta-
lhada do problema, vamos descrever um 
processo de chegar à refer ida topologia de 
fiu (R), citando também algumas das suas 

principais propriedades. Com o mesmo objec-
tivo sugerimos a resolução dos problemas 
que seguem no fim do parágrafo. Pa ra faci-
litar a leitura, este parágrafo vem acompa-
nhado de dois apêndices e de notas, com 
resultados, definições e propriadades a uti-
lizar. 

Comecemos então por considerar uma certa 
topologia ®Q que se utiliza geralmente em 
S(R) o se impõe pelas suas propriedades, e 
determinemos uma topologia % sobre fiu(R) 
tal q u e : 

A. A topologia induzida sobre 6 (R) por 
€ è menos fina que Sfl (o que assegura que 
toda a sucessão convergente em <3(R) se-
gundo S"0, é também convergente segundo £); 

B. O operador derivação D é contínuo 
para a topologia ã 

C. @u> (R) munido de E é um espaço vecto-
rial topológica separado. 

Isto é uma topologia em £U(R), que torna 
o operador derivação contínuo, e tal que e(R), 
munido de íT0 fica topològicamente incluído 
em SM (R). 

À topologia , òbviamente compatível 
[nota 1] com a estructura vectorial de e(R) 
pode ser introduzida através de um sistema 
fundamental de vizinhanças da origem [nota 1] 
constituído pelas partes V (1,e) de S(R) se-
guintes; para cada intervalo compacto i c z R , 
e cada real £ > 0 , V(I,z) é constituído pelas 
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funções / e®(R) que verificam a desigualdade 

max ] / ( » ) [ < e . 
xel 

Sempre que não exista perigo de confusOes 
usaremos também a notação S(R) para desi-
gnar o e s p a ç o vectorial topológico assim 
obtido. 

A topologia £0 verifica algumas proprie-
dades que nos interessa salientar; 

1. Uma sucessão (/„) def unções / „ e ®(R) 
converge para se e só se ela con-
verge uniformemente para f sobre todo o inter-
valo compacto 1 C R . 

O operador primitivação definido sobre S(R) 
é pois continuo, verificando-se a igualdade 

lim [3 fn) = S lim (/„) 

para toda a sucessão (/„) convergente em 
e(R) . 

2. S(R) munido de é limite projectivo 
[nota 2] de um sistema projectivo de espaços de 
Banach [vidó apêndice 1]. 

Por sua vez, para cada q natural, o sis-
tema fundamental de vizinhanças j [Dq V(I, e)]: 

real positivo), onde ® ó o conjunto 
dos intervalos impactos / c R , define uma 
topologia sobre S9(R) tal que: 

I) Sq (R) munido de \ ê limite projectivo 
de um sistema projectivo de espaços de Banach 
[ver apêndice 2]; 

I I ) São continuas as seguintes aplicações 
lineares; 

1, A injecção canónica ®(R)~»-e
s(R) (o que 

assegura a convergência em , (R) de 
toda a sucessão convergente em S(R)); 

2. A injecção canónica &q (R) êq +Jn (R) 
(TO: natural) {o que assegura que toda 
a sucessão convergente em 69(R) ó 
também convergente em @s + m(R)); 
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3. A restricsão de Dq a <2(R), conside-
rada como aplicação de @(R) em e„(R); 

4. A restricção Dm (m: natural) a 2Ç(R), 
considerada como aplicação de g

s(R) em 
%+m (R) • 

De acordo com , uma sucessão (<p„) de 
elementos de ^(R) converge para <p6®í(R), 
se e só se existirem uma sucessão ( f n ) de ele-
mentos fnGs{R) e uma função / e ® ( R ) tais 
que: a) <p = [Dqf] e para todo o natural n, 

= I C / - W &R)g 

Obtém-se assim uma f a m í l i a numerável 
(R))íeN de espaços vectoriais topológicos 

que verifica as seguintes propriedades: 

i) Todo o e?(R) verifica I; 

(í) Quaisquer que s(jam os naturais q e 
m, tem-se % (R) d ®9 + m (R), sendo a 
injecção canónica 6q (R) -+ ®9 + nt (R) 
uma aplicação linear contínua; 

iii) ®U(R) é a soma vectorial dos espaços 

Nestas condiçBes ó natural munir-se £&>(R) 
da mais fioa das topologias que tornam con-
tínuas as injecçBes canónicas S 9 (R)Gt>(R) , 
denominada soma das topologias ; isto é, 
da mais fina das topologias que induzem em 
cada um dos e

3(R) uma topologia menos 
fina por , Então, em virtude de I I 1, ela 
induzirá em Ê(R) uma topologia que è também 
menos fina que como se pretendia. E de 
acordo com essa topologia, que designaremos 
por S, o operador derivação é contínuo, como 
se pode provar facilmente. Para o efeito 
basta ter em consideração I I . 4 e que um 
conjunto - d c ^ R ) é aberto segundo se 
e só se cada uma das intersecções A f | @q (R), 
q e N , é um aberto de . 

Mas para o que se segue, tem particular 
importancia a convergência num pelo menos 
dos e

ç , ( R ) . Relativamente a esse tipo de 
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convergência é ainda verdadeiro que se uma 
dada sucessão (<p,i) de distribuições converge 
para <p nesse sentido, a sucessão (-Dç«) das 
suas derivadas converge também para D <p 
num pelo menos dos e<j(R), e nesse sentido 
pode escrever-se 

D lim (ipn) = lim (D s n ) . 

Nota 1 

Dado um espaço topológico X , denomi* 
na-se vizinhança de uma parte A c X , todo 
o conjunto que contém um aberto contendo A . 
As vizinhanças de uma par te | u | com ueX 
denominam-se também vizinhanças de u . 

Posto isto, demonstra-se que o conjunto 
das vizinhanças de um ponto ueX 

verifica as seguintes propriedades : 

1. Toda a parte de X que contém um 
conjunto de ^ ( Í Í ) , pertence a ^ ( u ) ; 

2 . Toda a intersecção finita dos conjuntos 
de pertence a 

3 . ii pertence a todo o F e ^(m) ; 
4 . Se F e ^ ( í i ) , existe um T-Fe^fu) tal 

que V é uma vizinhança de todo o ponto 
de W. 

Reciprocamente, se para cada u e X existe 
um conjunto W(u) de pontos de X que veri-
fica 1, 2, 3 e 4, então existe uma e uma só 
topologia sobre X tal que para 'cada ueX, 
S>(w) é O conjunto das vizinhanças de u , 

Isto significa que uma topologia sobre um 
conjunto X pode ser definida pelos conjuntos 
^(w) das vizinhanças de cada um dos seus 
pontos ueX. Mais precisamente, para a 
definir é suficiente dar para cada ueX, um 
sistema fundamental de vizinhanças, isto é, 
um conjunto tal que para todo 
o V e ^ ( u ) existe um TFe^(t() tal que 
Wçz V. 3>(w) será então constituído pelas 
partes de X que contêm um conjunto de 

A topologia S diz-se separada e X um 
espaço separado, se além das propriedades 
1, 2, 3 e 4, X verifica ainda a seguinte: 

5 . Quaisquer que sejam u.veX, com 
u=f=vt existem U e%(u) e Ve&(v) tais 
que í / p F = 0 1 

Se X é também um espaço vectorial com-
plexo, diz-se que ® é compatível com a sua 
estructura vectorial, sempre que se verificam 
as seguintes propr iedades : 

6. Se w—u + v, com u ,v ,w e X , então 
qualquer que seja We^(w), existem Ue^(u) 
e VeV(v) tais que Ü + Vc W\ 

7. Se w = l - u , com i e C e u , w e X , 
então q u a l q u e r q u e seja a vizinhança 
r p e ^ f w ) , existem U e ^ ( u ) e um real e > 0 , 

tais que (A + X') • U C. W para todo o com-
plexo V verificando j ) , ' | < £ « 

Como consequência destas propriedades 
resulta então que sendo ueX e 5(0} um 
sistema fundamental de vizinhanças da ori-
gem, o conjunto das translatadas u 4- V , 
com F e 5(0) , é também um sistema funda-
mental das vizinhanças de u . Fs t e resul-
tado permite pois, definir uma topologia 
sobre X , compatível com a sua estructura 
vectorial, por meio de um sistema funda-
mental de vizinhanças da origem. 

De uma forma geral, seja 5(0) um con-
junto de partes de X (que supomos um 
espaço vectorial complexo) que verifica as 
seguintes propriedades : 

i. O zero pertence a todo o conjunto de 

mp 
ü. Quaisquer que sejam i 7 , F e 5 ( 0 ) , 

existe um IFeS(O) tal que W dU f| F; 
iii. Qualquer que seja ti^O, existe 

W 6 S (0) tal que u $ W; 
iv. Se U e $ (0) , existe W e S (0) tal que 

ÍF± IFc U ; 
v. Se ueüeS(0), existe F e <5(0) tal 

que u + V (ZÜ; 
vi. Quaisquer que sejam Ue S (0) e o com-

plexo « = £ 0 , existe F e á ( 0 ) tal que otVcU; 
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vit. Quaisquer que sejam Î7e<$(0) e veX, 
existe E> O tal que lv eU quando | X) < e ; 

viii. Qualquer que seja U 6 S (OJ, existe 
e > 0 tal que ~kUzzU quando j X J < £. 

Nestas condições demonstra-se que existe 
uma e uma só topologia sobre X , separada, 
compatível com a sua estructura vectorial, 
para a qual 3(0) é um sistema fundamental 
de vizinhanças da origem. 

Noto 2 

Sendo ® um conjunto parcialmente orde-
nado, filtrante £i direita, diz-se sistema pro-
jectivo de espaços vectoriais topológicos com 

o 

índice em 9>, todo o par ((J£t)tt,ty t íf*)«,p» 
onde (A",n)a6 é uma família de espaçes vec-
toriais topológicos e (/a)2> é uma família de 
aplicações lineares contínuas fa : Xq ->• X% 

cujo conjunto de índices é constituído pelos 

pares a ^ S e ^ , com a ^ [ 3 , e OB / f verifi-
cam as s e g u i n t e s propriedades: a) /« , 
« e ^ , é a identidade de Xa ; b) Quaisquer 

que sejam a ^ j3 Z. y , tem-se jî o = f2. 
Posto isto, diz-se limite projectivo deste 

sistema o par onde X é um es-
paço vectorial topológico e é uma 
família de a p l i c a ç õ e s lineares contínuas 

/« : X-f Xa tais que : à) jf ° fy = f a quais-
quer que s e j a m a . , (3 e com « ^ (3 ; 
b) Dado um espaço vectorial topológico Y 
e uma família {gn)y de aplicações lineares 
contínuas ga : Y X a , verificando as rela-

û 
ções / a ° Jp = J i ! « j (3 e 3> e « ^ (3 , existe 
uma e uma só aplicação linear contínua 
h : X Y tal quo / » « Ã = ga, para todo 
o « e ^ . 

Nota 3 

Chama-se espaço localmente convexo todo 
o espaço vectorial complexo E onde se definiu 

uma topologia por moio de um sistema fun-
damental de vizinhanças da origem constituído 
por conjuntos a b s o l u t a m e n t e convexos e 
absorventes, isto é, por conjuntos V que 
verificam as seguintes propriedades: 

1. oíu + (3» pertence a V quaisquer que 
sejam u , v e V e os complexos a , [3, com 

M - H P Í ^ i ; 

2. Para todo o ueE existe um real p > 0 
tal que u e p V. 

E diz-se completo para as sucessões, se 
toda a sucessão de CAUCHY, é convergente 
em E . 

Apêndice I 

S(R) munido de ã0 ê limite projectivo do 
sistema ( ( ^ ( 2 ) ) í a | . ( p ^ y ^ ) definido como 
se segue : 

a) è o conjunto dos intervalos compac-
tos de R , munido da relação de ordem 
c ; 

b) Para cada l e ^ , é o espaço de 
BANACH formado pelo conjunto das fun-
sÕ63 complexas definidas e contínuas 
sobre I, munido da estructura vectorial 
usual e da norma definida para cada 
f e F { I ) por 

x e / 

c) Quaisquer que sejam I , J e %, com 
Jc.1, f ' é a aplicação linear contínua 
F{J)^F{J) que a cada f e F ( I ) faz 
corresponder a sua restricção a J . 

Tara todo o l e ® , a aplicação canónica 
P/ : £{R) — » a c a d a / e e ( R ) f a z corres-
ponder a sua restricção a I . é pois a 
menos fiua das topologias que tornam contí-
nuas as aplicações p . 
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Apêndice II Problemas 

Pode demonstrar-se que 6Ç(R) è isomorfo 
a um sub-espaço vectorial de ®(,R)- Com 
efeito, seleccionando um conjunto 
' • • Sc9\ de q pontos distintos de R, segue-se 
que o sub-espaço vectorial Í"9(R) de e(R), 
instituído pelas funções /e<2(R) que se anu-
lam naqueles pontos, é isomorfo a Sq (R): a 
a p l i c a ç ã o Wq: Fq (R) -»• sq (R) que a cada 

/ e i ^ f R ) faz c o r r e s p o n d e r a distribuição 
¥ ? ( / ) = [Z ) í / ] é um isomorfismo vectorial. 

Pode pois munir-se ^ ( R ) da imagem dada 
por Wg da topologia induzida em ^ ( R ) por 

e essa imagem é precisamente Ela 
é de resto independente dos q pontos esco-
lhidos inicialmente. 

Recorrendo ao isomorfismo Wq demons-
tra-se então facilmente que ^ ( R ) munido de 
Eí ó limite projectivo do sistema (Fq(J))iêçyqt 
(?j)f,je3)^) definido como se segue : 

a) é o conjunto dos intervalos compa-
tos de R que contêm os q pontos, 
escolhidos, munido da relação de or-
dem c ; 

b) Pa ra cada Je ^ , ó o espaço 
de Banaci i formado pelo conjunto das fun-
ções complexas, definidas e contínuas sobre 
I , que se anulam nos q pontos considerados, 
conjunto este munido da estructura vectorial 
usual e de norma dada para cada f e F q { J ) 
por 

11/11 = max j / f * ) ! . 
xc- í 

c) p^, para cada I , Je^q, com Jcil, 
è a aplicação de Fq(l) em Fq(J) que a 
cada feFq(I) faz corresponder a sua res-
trição a J . 

Ájt aplicações canónicas Gq (R) -+ Fq (1), 
16 , $ão as aplicações feoíÜ^1 onde p7 de-
signa a restrição a I; a topologia ãq é pois 
a menos fina das topologias que tornam conti-
nuas estas aplicações. 

1. Demonstre que : 

a) O conjunto das partes V{1, e) de 
®(R), definidas neste parágrafo satisfaz as 
propriedades i) a viii) da nota 1, determi-
nando por isso, univocamente, uma topolo-
gia Sp sobre ®(R)| compatível com a estruc-
tura vectorial deste espaço, separada, e para 
a qual o referido conjunto constitui um sis-
tema fundamental de vizinhanças da or igem; 

b) Cada uma das partes F ( i ^ e ) é abso-
lutamente convexa e absorvente [ver nota 3]. 

c) S(R) munido de ó completo para 
as sucessões. 

2. Atendendo a que e(R) munido de ijj 
ó limite projectivo de um sistema projectivo 
do espaços de BAXACH [ver apêndice I e 
nota 2J e supondo que f ó uma função defi-
nida sobre R e com valores em e(R), de-
monstre q u e : 

a) Se para todo o areR existe em S(R) 

v • 1. ? { x + h ) — f { x ) e e nulo o limite hm ——-———- , 
h^o h 

A 

então f é uma constante sobre R ; de 
uma forma geral, as soluções da equação 
/ d \ n ~ [ -) / = 0 (ÍÍ número natural) são poli-
\ dx ] 
nómios inteiros em x de grau inferior a n, 
com coeficientes em ®(R); 

b) Se / é contínua para a topologia , 
d í'x s ~ 

tem-se í j(t)dt—f(x) e portanto é 
dx Jq 

válida a fórmula de BAIÍKOW 

£ f(t)dt=g(P)-g(z) 

em que g é uma primitiva de / ; 

c) Se f é continuamente derivável sobre 
R e se ? ó uma função escalar também con-
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t inuamente derivável sobre R, tem-se 

d 
d x 

onde f e <p' designam as respectivas deri-
vadas ; 

d) Se f è continuamente derivável sobre 
R, verificam-se as igualdades 

R r f ' ( t ) d t 
J o 

e 

l i m i f * f ' ( t ) d t = f ' í 0 ) ; 
S^O « J Q 

e) Se f admite derivada contínua até à 
ordem n, tem-se 

f ( x ) = / C O) +f> ( ( ) ) • * + 

( 7 1 - 1 ) 1 

+ R FW(T) ^ ~ ^ & 
J o J w ( » - 1 ) 1 

para todo o « e R , e 

1 ae.ti f™ /Ví-l 1 ~ 

I-^O » J 0 (N — 1 ) ! TI I 

Tl! f (a;) 

f ) Se existe o limite lim '• k - = st ^ oo , 

para todo o natural m tem-se 
(n -I- m)! f ( x ) lim - i —— = a 

onde í " é a potência m do operador primi-

tivação Z f ^ j ^ f i t f d t . 

N O T A : Estas propriedades (a a / ) são 
ainda válidas se o espaço onde f toma valo-

res ê limite projectivo de um sistema projectivo 
de espaços de BANACH. 

3) Demonstre que o conjunto 

([D® F ( I } s ) f 7e2>, £ real positivo) 

de partes de ^ ( R ) verifica as propriedades 
i a vüi da nota 1, 

4) Demonstre a propriedade 31. 

8. D i s t r i b u i ç õ e s vecto r ia i s 

Recorrendo a uma restricção do tipo de 
funções contínuas que se consideram, podem 
também definir-se certas distribuições vecto-
riais, como derivadas generalizadas de ordem 
finita de funções contínuas. 

Com esse objectivo consideremos, à ima-
gem do que sucede com (R), um espaço 
vectorial complexo E , e uma família nume-
rável (£ 3 ) 4 o N de espaços vectoriais topoló-
gicos Eq tais q u e : 

I . Cada um dos Eq è limite projectivo de 
um sistema projectivo de espaços de BANACH ; 

II . Eq c Eq+m quaisquer que sejam os 
naturais q e m, sendo a injecção canónica 
Eq Eq m uma aplicação linear continua; 

I I I . E é a soma vectorial dos espaços Eq. 

E designemos p o r : 

a) S (R , . É ) o espaço vectorial complexo 
formado pelo conjunto das funções f , defi-
nidas sobre R, com valores num dos Eq 

(dependente de f ) e contínuas relativamente 
à topologia desse espaço, conjunto este mu-
nido da estructura vectorial usual ; 

b) e l ( R , £ ) o subespaço de ® ( R , E ) cons-
tituído pelas funções f que verificam a se-
guinte propr iedade : para cada f existe um 
Eq tal que f ó uma aplicação de R em Eq, 
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continuamente derivável relativamente à to-
pologia de Eq. 

Verifica-se então que se f 6 (R , E) e se 
f ó a sua derivada calculada num certo Eq, 
f é também a derivada de f em todo o 
Eq+m, o que juBtifica denominá-la derivada 
de f . 

O operador f-+f' ê pois uma aplicação 
linear de S1 (R , E) em 0 ( R , £ ) . 

Nestas condições, pode pôr-se o problema 
de d e t e r m i n a r um sobre-espaço mínimo 
£a (R , j ? ) de <2(R, E ) i onde a derivação é 
sempre possível, um operador linear e um 
prolongamento da d e r i v a d a definida em 
^ ( R j i í ) . Por outras pa lavras ; determinar 
um sobre-espaço vectorial complexo £u(R,.E) 
de S(R , E) e duas aplicações lineares 
$;e(R,ÍJV^(R,E) e D : eu(R, ^ - ^ { R , ^ 
tais que: 

i. $ ó in jec t iva ; 

ii. Se / e S i ( R , E), então <S>(/) = £ > $ ( / ) ; 

iü. Todo o ç e e < ü ( R , £ ) pode exprimir-se 
com a forma ip = Dn 0 ( / ) onde n 
é um i n t e i r o n ã o n e g a t i v o e 

iv. Se Z? <p = 0 , com <p e (R, , então 
tf = O (constante). 

Percorrendo caminhos paralelos aos utili-
zados para o caso escalar, pode demons-
trar-se a existência e a unicidade (a menos 
de um isomorfismo vectorial) de Ê U ( R , £ ) . 
Um modelo pode ainda ser obtido recorrendo 
ao conjunto S*(R ; J E) constituído pelos ele-
mentos de forma D n f , com JÍ inteiro não 
negativo e / e G ( R , E ) , e à relação de equi-
valência definida sobre e * ( R , i í ) do seguinte 
m o d o : dados dois elementos Dnf e Dm g 
pertencentes a e* (R , J B) , eles dizem-se equi-
valentes e escreve-se {Dn f ] ^ \_Dm g], se e 

só se Jmf— Jn g ó um polinómio de grau 
inferior a n -j- m , cujos coeficientes são ele-
mentos de E . 

O conjunto das classes de equivalência 
assim obtidas munido de adição definida por 

[Dnf] + [ZT g] = [Dn+m(J"'f+ Jn g)] 

e do produto por escalares dado por 

constitui um e s p a ç o vectorial complexo. 
Associado às aplicações <I> e D definidas 
por 

n / ) = [ £ ' / ] , / e C ( R , £ ) 

D [ D « f ] = [ p » " f } 

verifica as propriedades i a iv, constituindo 
portanto uma solução do problema. Designa-
-la-emos por os seus elementos 
são certas distribuições vectoriais que se 
podem representar como derivadas de ordem 
finita de funções contínuas, uma vez que 
identifiquemos os elementos da forma 
fe@(R,E), com os próprios f . As distri-
buições assim obtidas são suficientes para o 
nosso objectivo. 

Dados uma família numerável (Eq)qeti de 
espaços vectoriais topológicos que verifica 
as propriedades I e II , e para cada j e N , 
o subespaço (R , Eq) c ®»(R ,E), consti-
tuído pelas distribuições que se podem repre-
sentar como derivadas de ordem q de fun-
ções, definidas sobre R , com valores em Eq 

e contínuas para a topologia de Eq, pode 
demonstrar-se que a família (®g(R, E q ) ) q o^ 
também verifica as propriedades I e II , e 
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que ^ ( R j . E ) ó precisamente a sua soma 
vectorial. 

E s t e resultado permite então definir as 
distribuições de ordem finita em R2 , como 
distribuições de ordem finita em R, com va-
lores em e por indução as distribui-
ções de ordem finita em R". Assim, uma 
distribuição ç de ordem finita em R" pode 
apresentar-se como a derivada generalizada 
D j ' D2 , • • • , Dn" de ordem p^ em relação a 
Xi, p2 em relação a x d e uma função 
complexa f (x^ • > • ,xn) definida e con-
tinua sobre R". 

No que se segue, utilizaremos a seguinte 
convenção: dado um conjunto 

P = ÍP\,P<z> >Pn) 

de n números inteiros não negativos, repre-
sentamos por D" o operador Dr{ D\','--íDPn , 
e por J" o operador J f 1 J£' > , J£* onde 
Ji, i ^Ln , è definido por 

J o 

para toda a função f contínua sobre R" . 
Posto isto, dados dois elementos [ D p / ] 

e [Dq g] o n d e p = (jn, , p2 , ••• ,JJB) e 
1 — (? i ) ?a > ' • ' > 9») > e ^ e s r e p r e s e n t a m a 
mesma distribuição, se e só se J q f — J p g 

n 
ó da forma P a r a c a <^ a 

n , ó um polinómio de grau inferior a pi-\-qi 
na variável xt e cujos coeficientes são dis-
tribuições de ordem finita nas restantes va-
riáveis. 

A soma de duas distribuições [£>" / ] + 

-f [Dq g~\ vem dada por 
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e o produto de um complexo X por uma dis-

tribuição [ - D " / ] , ó por sua vez 

M 0 7 ] = [£"(></)]• 
* 

# * 

Apliquemos agora estes resul tados a alguns 
exemplos. Seja h a função de IIEAVISIDE, e 
consideremos a função de x, que em cada 
ponto x e R toma o valor h (y — a?). E la é 
uma função vectorial, com valores em ^ ( R ) , 
continua e indefinidamente diferenciável em 
o r d e m a x e pode ser representada por 
Dy g(j/ — sr) onde g(y— a;) é a função defi-
nida por 

/ , [y — ® se y>x 
O se y < x 

A seu respeito, é então verdadeiro que 
Du9(y — F ) = — 9 (y — > p o r q u a n t o 

J= 9 [y - * ) ' J y 9 { y — = Y y* • 

De uma forma geral , dada uma distribuição 
qualquer cpeZ/ 1 / , c o m / e G R ) , J i e N , a 
função que em cada ponto x 6 R , toma o 
valor 

V* I (g) « ® {y - é) 'é Dnf (y - ar) 

é contínua e indefinidamente diferenciável em 
ordem a x , e a sua derivada toma o valor 
— Dy+\f(y — x) para todo o Pode-
mos então escrever 

Dx <p (y - x) = — Dy cp (y - a?) 

e para todo o natural p , 

= l)p D ^ ( y ~ x ) . 

No caso da distribuição 3 (a;) e (R), tere-
mos : 

[.D"f] + m g] = [ S p + Í (J*f + Jp g)} õ{y-x) = D\g{y — x) = Dl g (y - a) 
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onde 

v [v — x se y>x 
9{y - *) = f n ^ 0 se y <x 

e portanto 

3 (y - x) j- Dl (g (y - x) - (y - x)) = | | | {x - y ) 

isto é 

<3 (? — ») = ò (® - y) • 

Um outro conceito que nos interessa é o 
de valor num ponto de uma distribuição vec-
torial. Adoptaremos a s e g u i n t e definição: 
disse que vma distribuição <p 6 B^ (R , E) tem 
valor num ponto a 6 R , se í sd se ela admite 
uma representante D ' l f , com fe<3(R,E), tal 
que num dos Eq existe o limite 

lim 
n I f (z) 

z - a (K — a)11 

Este limite, que representaremos por <p («), 
denomina-se valor de <p no ponto a,. 

Por forma análoga à utilizada no pará-
grafo 4, podemos ainda definir os valores 
?(«+), í (<*-), ? ( - » ) , que são 
prolongamentos de conceitos análogos rela-
tivos a funções, e que verificam as proprie-
dades usuais, descritas no parágrafo 4 para 
o caso das distribuições escalares, 

Recorrendo a estes conceitos podem então 
definir-se os integrais 

Jct 

p ( x ) d x = y (f3) — 
J a. 

e 

^ A A (J.(x)dx = Gp ( - f oo) — <f ( — oo) 
- 0 0 

onde í* e @iu (R , i ? ) , S. è uma primitiva de p. 
e se supõe existirem aqueles valores ou limi-
tes laterais. 

A título de exemplo consideremos as dis-
tribuições vectoriais h{y—x) e x) onde 
h designa a função de HEAVISIDE. De acordo 
com as definições dadas, tem-se 

[h(y - x)]x^a = h(y — a), 

[h{y ~ x)]x^+ = O 
e 

[h(y — x)]x—» = 1 

o que nos permite escrever por sua vez 

j — x)dx = h(y — fi) — h(y — a) 

1 
á (y — x) d x = 1. 

Problemas 

1) Sendo ç6®u(R) uma distribuição vec-
torial com valores em Sa(R), demonstre que: 

o) j J y(x)dx= 0 (y) 6 e<o (R), a ; f 3 e R = > 

/»+00 8 
b) í « e o ) e e u ( R ) ^ tJ— oo 

=> r™ny?(x)dx = DyHy). 
\J — CO 

2) Demonstre que 

• + oo e*yx X+ oo 

dx -
Ct + i x 

l í 
2vh(y )e - í í y se a > 0 
— 2k(1 —h(y))e~a'J se k < O ' 
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3) Considere como uma distribuição 
em x com valores em SM(R), e a identidade 

válida para todo o natural « e todo o real 

Posto isto, de te rmine : 

a) Os limites lim 
oo 

Ò) Tendo em atenção os problemas 1 e 2, 

X+ 00 

e'yx d X; 
• ao 

f+oa c) 0 integral I triy3Hd,x. 

9. A lguns casos de mulí ipiicação com 
dist r ibuições. Fórmula de Dirac 

Seja e u ( R , i S ) o subespaço de 
constituído pelaB funções indefinidamente di-
ferenciáveis, sendo e s t a diferenciabilidade 
entendida no sentido referido no parágrafo 8. 
E n t r e os seus elementos e as distribuições 
de eu(R) pode então definir-se uma multipli-
cação do seguinte m u d o : dadas / e ® < 0 ( R , i ? ) 
e cp6Sw(R), diz-se produto de / por <p e 
representa-se por / • tf uma distribuição de 
e » { R , E ) tal que : 

I, Se tf é uma função contínua, f • o é 
o produto usual ; 

I I . É válida a regra de derivação 

(1) D ( f . ? ) - f . D ? + f . y 

onde f designa a derivada de f no sentido 
referido a t rás , e D representa indestinta-
mente a derivação em ^ ( R , / ? ) e em £tú(R). 

De forma análoga à utilizada no § 6, de-
monstra-se que esta operação fica univoca-
mente determinada pelas propriedades I e I I , 

e que sendo <p = D'1 g c o m j r e e ( R ) , e 

f 6 ^ a { R , E ) , tem-se 

(2) 

onde / § | (/c = 1 , 2 , ,?í) designa a deri-
vada de ordem k de f . E demonstra-se 
ainda que esta multiplicação satisfaz as se-
guintes p ropr iedades : 

1 . ( / + ? ) • ? = / • ? + £ • ? 

2 . / ( ? + + ) = / • ? + / • + 

q u a i s q u e r que sejam / , g e (R , E), e 
<p , ijí e & (R), e ainda 

3. Se § = / • <p, c o m f e ea (R , E) e 
<pe®u(R), e se n u m p o n t o t t e R e x i s t e 
o valor <?(<*)> então existe 0 (a) e tem-se 

Í ( | - / ( « ) • ? ( « ) • 

P o r indução demonstra-se ainda que 

(3) / • D » * - J ] ( - 1)" Q ^ (/('-> • f b 

Consideremos agora o produto f • 3 onde 
/ e j E) e ô é a distribuição de D i r a c : 
Como 

f f {l)h(l)dl= (/ (x) - f (0)) h (x) 
J o 

onde h designa a função de HEAVISIDE, de-
rivando ambos os membros desta igualdade 
vem 

(4) f(x).S(x)=f(0).ò{x) 

Substi tuindo na igualdade 3, tem-se por 
sua vez 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 35 

Consideremos então o produto 9(p/ — 
.a (n)(a;) onde O e ^ f R ) e 3('0 designa a de-
rivada de ordem n (inteiro não negativo) 
de ò . Vem de acordo com 5 

fl ( y - x) - 3 ( * ) = 2 ( • - : 1 ) ' 0 ( i ) ^ (x) = 
t=0 

Para n = 0 , vom 

o que associado à igualdade 6 (y) • 3 (®) = 
Dx [0 {y) ^í37)] onde h designa a função de 

HJEAVISIDIÍ, vai permitir-nos escrever a conhe-
cida fórmula de Di rac : 

( 6 ) f + í ° e ( y - x ) 5 ( x ) d x = 6 ( y ) 
\J— DO 

válida para toda a distribuição 0e®»(R). 
Do m e s m o m o d o , se y = Dng , com 

ffGS(R), e usando a igualdade 2, obtem-se 

á [y ~ x)' f C®) = 

- 2 ( ^ ( -1)* Dl [3?-«W- a) • 1 | J -

I « / 

e atendendo a que x) g(x)=ò(y — x) g(y), 
vem 

5 ( I - • ? = 

= Íi(n
])Dk

tD;-*[ò{y-x)g{y)] 
k . p 

i 

isto ó 

(7) Á 1 (x) - 3 (jr - a?) . f (y), 

Este resultado, que é muito importante, 
pode ser a p l i c a d o ao cálculo do integral 
f+ao 

ò(g — ;e) <p (a?) d a:. Então, atendendo a 
J — 00 
q u e $ ( y - x ) - y ( y ) = — D x [ h ( g - x ) - < ? ( y ) ] 
onde h ó a função de íIEAVISIDE, e a que 

lim h (y — x)<f(y) = 0 

e 

lim h {y - x) <f (y) = ? (y), 
ao 

vem 

X4 00 

3 H — ' j â ? ( « ) D ® = ? (Y) CO 

igualdade esta que é também conhecida por 
fórmula de Dirac. 

Be <p admite uma primitiva com valores 
nos pontos « e {3 de R, existe também o 

integral i ò (y — x) <?(x)dx , e vem 
Ja. 

5 {y - os) çp (ar) d x = h {y — a) ? {y) -
Ja 

» 
• * 

Uma multiplicação com interesse ó ainda 
a que se pode efectuar entre elementos de 
<?J(R) e de <3a (R, E). Também agora, dados 

/ e « " ( R ) e 9 e e | (R, E), diz-se produto de 
f por <p uma distribuição que se representa 
por f • <f tal que : 

1') Se <p é uma função contínua, f • <p é 
o produto usual; 
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II ' ) É válida a regra de derivação 

Esta operação fica univocamente determi-
nada pelas propriedades I ' e II ' , e sendo 
tj> = Dn g , com tem-se ainda 

A respeito desta multiplicação, como se 
pode demonstrar facilmente, as igualdades 

( / + ? ) • ¥ = / • ? + £ •? ; 

3- f - Í 9 • ? ) - ( / • ? ) • ¥ » 

4. 1 - ? = $ ; 

são válidas quaisquer que sejam f - g B & ° ( R ) 
e 

constitui pois um módulo sobre 
o anel e»(R). 

Problemas 

Seja f uma função complexa, definida e 
continua sobre R, que verifica a seguinte 

propriedade: existe um natural n tal que 
f ( x ) — • , com a real ó limitado 

(ar H- ta)» 
sobre R . Nessas condiçOes, demonstre que : 

a) Sendo 0 (;c) •= e"Jx - f { x ) uma distri-
buição vectorial em x , com valores 
em 6u(R), tem-se 

ê(— oo) = 0 ( + oo) = 0 ; 

b) Se <p = Dmf com m natural, e Y (a;) = 
= e^J" • y(x), vem 

c) Existem os integrais 

X+ ™ 
eivxf(x)dí - 00 

:x 

X+ ® 
f (x)dx, 

' 00 

d) Se w = D m f , com m natural, tem-se 

eiyxD<?(ac)dx=(—iy) / ei"x<f(x)dx. 
J ^ 00 J— 00 


