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NOTA DE AULA 

Inteiros regulares módulo n 

por José M o r g a d o 
Instituto da Matemática, Universidade Federal de Pernambuco, Brasil 

Introdução 

Recordemos que um elemento a de um 
anel A se diz regular (segundo VON NEU-
MANN), ae existe em A algum elemento x 
tal que axa = a . 

Parece então natural dizer que um inteiro 
a é regular módulo n, se existe algum in-
teiro x para o qual é válida a congruência 

(1) a2x = a (mod. ri). 

Resulta imediatamente da definição que os 
múltiplos de « e os inteiros primos com n 
são regulares módulo n , qualquer que seja 
o inteiro n . Geralmente, porém, há outros 
inteiros regulares módulo n , Assim, por 
exemplo, para n 12 , os inteiros regulares 
módulo n são aqueles que são congruente» 
com algum dos inteiros 0 , 1 , 3 , 4 , 5 , 7 , 
8 , 9 , 1 1 . 

O objectivo desta nota é precisamente 
estudar o conjunto dos inteiros regulares 
módulo n . 

Em toda esta nota, n designará um in-
teiro maior que 0 . 

1. C o n d i ç õ e s de regular idade. 

Se a e b são inteiros, representaremos 
por (a ,h) o máximo divisor comum positivo 
de o e 6 . 

TEOREMA 1. É condição necessária e sufi-
ciente para que o inteiro a seja regular mó-
dulo n, que ae tenha 

( a , n) = (a2 , n ) . 

DEH. Com efeito, suponhamos que a é 
regular módulo n . Então, da solubilidade 
da congruência (1), resulta que ( a ? , n ) | a . 
Logo, tem-se (a2 ,n)\(a,n) e, como, por 
outro lado, (a, n) | (a2, n) , resulta que 
( a , íi) = (a2 , n ) . 

Inversamente, se ( a , « ) = (a s , ») , então 
existem inteiros u e v tais que 

(a ,n) = a2 u nv . 

Designando por q o quociente de a por 
(a , n) , tem-ae 

a = (a ,n)q *» a2uq + nvq, 
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o que mostra que a congruência (1) tem, pelo 
menos, a solução x = uq (mod.w) . 

COROLÁRIO. Se a. é regular módulo n, 
então tem-se (am , n) = ( a , n ) , qualquer que 
seja o inteiro m > 1. 

Diz-se que o inteiro positivo d é um di-
visor unitário de TI {em símbolos, C£|*TI), 
se d é ura divisor de n que é primo com o 
divisor complementar, i. e., d\n e 

m -
i 

É claro que, se n — • •< p** , onde 

os pi são primos distintos, então o número 
de divisores unitários de n é igual a 2k, 
número de partes do conjunto | j.jtóji,. . . 

— ,Pl>\ • 
É também imediato que, se T3] e T?3 

inteiros primos enire si, e 

então Í/J íi] jía ; inversamente, se 
com (íj| , ?ij) = 1 , então existem dj e d2 

tais que 

d = d j , d\ [* Tij e d2\* T?a; 

basta tomar d} «= (d , Kj) e d^ — {d, T?2) • 
O conceito de divisor unitário interveui na 

formulação do seguinte 

TEOREMA 2. É condição necessária e sufi-
ciente para que o inteiro a seja regular 
módulo n, que se tenha 

( a , n ) | * n . 

DEM. Na verdade, suponhamos que a 
é regular módulo n. Pretendemos mostrar 
que 

( O > » 7 — 7 ) = 

Imaginemos que se tinha 

\ ( « ) » ) / 

e seja pk |* d . Então, de pk \ (a , n) e 

PI , resultaria p 2 k | n . 
{a,n) 

Por outro lado , de pk\aí resultaria 
p2k | a 2 . Ter-se-ia, portanto, 

p 2 *] (a 2 ,T i ) . 

Mas, pelo teorema anterior, {a3 , n ) = ( a , n) 
e, por consequência, pfik\n e p^\a e, como 

71 • p*j f resultaria que p $ k \ n , 
( a , n) 

D e p2k | a , resultaria pik j a 3 , donde' 
p3k | ( A 2 , n), í. E . , pSk | (a , TJ) E, C O M O 

71 
pk | ——— , concluir-se-ia que pik \ n . 

( o , B ) 

Ter-se-ia então p 3 í | 
(a, M ) 

O p2k\(a,n), 

1 . 

i . e . , p2k | d, o que contradiz a hipótese de 
ser pk um divisor unitário de d, 

Esta contradição mostra que d = I , como 
se pretendia. 

Inversamente, suponhamos que (a ,Ti) j*rc . 
Se fosse (a 2 , ÍÍ) (a , n), como ( a , w ) j 

| ( « 2 JK) , ter-se-ia ( a 2 , ÍI) = (a , TI) r , onde 
r > 1 . Designando por p um divisor primo 
de r , de p j ( a 2 , re), resultaria p | a 2 e 
p | n, donde p \ a e p \ TÍ , donde p2 j ( a 2 , n) 
e , c o m o ( a 2 , ÍÍ) | n , t e r - s e - i a t a m b é m 

• n , 
p | ( visto que r \ • - , contraria-

i s «) ( « , « ) 
mente à hipótese de ser ( a , ÍÍ) um divisor 
unitário de n , 

Logo , (o2 , «) = (a,TI) e, por consequência, a 
é regular módulo n . 

COROLÁRIO 1. Ê condição necessária e 
suficiente para que todo inteiro seja regular 
módulo n , que n seja livre de quadrados. 

n 
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DEU. Com efeito, se U é livre de qua-
drados, i. e., se n = 1 ou n = j'f pklf 
onde os pt são primos distintos, então todo 
divisor de n é evidentemente um divisor 
unitário de n , tendo-se, por consequência, 
{a , j i ) | *n para todo a, i. e., todo inteiro a 
é regular módulo n . 

Inversamente, se (a , í i ) |*? i para todo in-
teiro a, então necessariamente n é livre de 
quadrados, visto que, se para algum primo p 
se tivesse p2\n, então ( p , « ) não seria di-
visor unitário de n e, portanto, p não seria 
regular módulo n . 

COROLÁRIO 2. Se N > l , é condição ne-
cessária e suficiente para que somente os 
inteiros primos com n e os múltiplos de n 
sejam rei/ti lares módulo n , que n tenha um 
único divisor primo, 

DEM. De facto, se n tivesse mais que um 
divisor primo, então n teria pelo menos um 
divisor unitário d diferente do 1 e diferente 
de n e d seria regular módulo n, 

Se, pelo contrário, n tera um só divisor 
primo, os únicos divisores unitários de n 
são l e n e, portanto, os inteiros regulares 
módulo n são os primos com « e os múl-
tiplos de 7i. 

2 . O semigrupo dos inteiros regulares 
módulo n . 

Pode ter-se a2x = a (mod. n), sem que 
x seja regular módulo n; assim, por exem-
plo, tem-se S 2 . 2 = 8 (mod. 12} e, no en-
tanto, 2 não é regular módulo 12, mas tem-se 
também 8 S ' 8 ~ 8 (mod. 12) e 8 é regular 
módulo 12. 

TEOREMA 3. Se o inteiro a é regular mó-
dulo n , entdo existe pelo menos uma solução 
x da congruência a2 x = a (moá. n) que tam-
bém é regular módulo n . 

DEM. Seja y um inteiro tal que a2y=.a 
(mod. 7i). Então, como 

a* • ay2= a • a2y • y = a2y = a(moà. n), 

vê-se que a y 2 ó uma solução daquela con-
gruência. Além disso, tem-se 

{a y2^ • a = a2 y • y5 a = a2ys = 

=>a2y-y2 = ay2 (mod. n ) , 

o que mostra que ay2 é regular módulo n , 
como se pretendia. 

Designemos por R («) o conjunto dos in-
teiros regulares módulo n, compreendidos 
no intervalo fechado [0 , n - 1] . É imediato 
que tal conjunto constitui um semigrupo com 
respeito ao produto módulo TI , A este semi-
grupo chamaremos semigrupo dos inteiros re-
gulares módulo n , 

Ê claro que todo inteiro regular módulo n 
é congruente com um e um só elemento de 

Assim, pelo Teurema 3, a equação a2x=a 
onde a e /?(») , tera pelo menos uma solução 
no semigrupo R(n ) . Na realidade, o número 
de soluç&es em é precisamente igual a 
( a 3 , 7i) = ( a , n í y visto que, se J; é uma so-
lução da congruência a2 x ~ a (mod. « ) , 
então o conjunto das soluções módulo n é 

x ,x + ,x + 
2 n 

x + 

[a , d) ' (a , d) 

((a, d) - l)n 1 
{a,d) 

e dois quaisquer destes inteiros são incon-
gruentes módulo n . 

TEOREMA 4. Para todo AELL(n) , o sub-
semigrupo gerado por a é um grupo. 

DEM. Com efeito, como o subsemigrupo 
gerado por a ê finito, existem inteiros posi-
tivos tí e V=f=U tais que a" = a". 
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Vamos provar que existe um inteiro r > 1 
ta) que aT = a. 

Seja s o menor inteiro positivo para o 
qual existe algum inteiro r > s tal que 
ar = a'. Seja d = ( a , M ) , i. e., a = ald e 
n=>=íi[d, com ( a 1 , « i ) = l . 

Então, no anel Z dos inteiros, tem-se 

(2) « í t V — a \ d r = kn 

para algum inteiro k . 
Trata-se de provar que s = 1 . 
Na verdade, Be fosse s > 1 , de (2) re-

sultaria 

«l d r _ 1 — «J d 4 - 1 H Í ; « ] , 

donde se concluiria que ax d ] h « j . Mas, 
como d |*7i, ter-se-ia d , TI) = 1 e, por 
consequência, k k^a^d para algum in-
teiro . 

Daqui resultaria 

a\~] d r _ 1 — aj"1 d'~] = /cj « j d n, = k{ a j n 

no anel Z , donde 

a r _ 1 = a'~1 e m JB(TI) , 

contrariamente à hipótese feita sobre s . 
Logo 

Designando por r precisamente o menor 
inteiro maior que 1 para o qual se tem 
ar => a, eutão é imediato que, para todo 
inteiro m , am é igual, em i?(í()) a um dos 
elementos 

a , a 3 , a 5 , • • • , a ^ 1 

e que estes elementos são todos distintos, 
É também imediato que o conjunto destes 
elementos constitui um grupo (isomorfo ao 
grupo aditivo dos inteiros módulo r — 1), 
sendo a r _ 1 o elemento neutro e sendo o 
inverso de aL, 1 — 1 , o elemento 
í T - w , no caso de ser r > 2 ; para r= 2, 
o grupo contém sòmente o elemento a . 

3. Uma função aritmética multiplicativa 

Seja P(TI) O número de elementos do se-
m i g r u p o R(ri). 

Para cada divisor unitário d de n , seja 
Ed o subconjunto de B{n) constituído pelos 
elementos a tais que ( a , 7 i ) * = d . Tem-se 
evidentemente 

£ ( » ) = ( J Ed e EaC\Ea> i* 0 , se d=j=d\ 
d\*n 

Ora ( a , ri) = d , se e só se a é da forma 
Ti / 71 \ 

k d , onde 1 ^ k ^ — e ( k , — 1 = 1 . 
~ ~ d \ d ) 

Is to significa que o número de elementos 

em Ed è igual a jp J ? designa 

O i n d i c a d o r d e EULER. 
Tem-se, portanto, 

(3) f ( « ) = 2 2 T(d) . 
d|*n \ ™ / d|*n 

Vejamos agora que p é uma função mul-
tiplicativa, i. e., se ( m , 7 i ) = l , então p(t7iti) = 

— P H P C » ) -
De (3) resulta que 

p W f W - ( Z ?<<*))( 2 ? ( * ) ) = 

- 2 
d |*m 

Mas ç ó uma função multiplicativa e, como 
(d , d') = 1 , tem-se 

f W P W = 2 ?(<*<*'). 

d' |*B 

Por outro lado, todo divisor unitário de 
mn se escreve univocamente como produto 
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de um divisor unitário de m por um divisor 
unitário de n e, por consequência, tem-se 

f ( « ) = 2 í i p ) 4 2 r p j j r i f -
i)|*sin íídTntn 

= 2 p ^ f i 
d 
d'\*n 

como pretendíamos. 
Ficou assim provado o seguinte 

TEOREMA 5. Se p(n) designa o número 
de inteiros não negativos menores que n e re-
gulares módulo n, então p é uma função 
multiplicativa e tem-se 

? ( * ) = 2 ? ( d ) . 
d|*n 

COROLA m o . Se n = P ^ •. • P ^ , onde 

os p. são primos distintos, então 

p o ) - 4 + m - P?i_!) í 1 + p ? - p r 1 ) • * • 

Com efeito, como p ó multiplicativa, tem-se 
p (m) = p C/>il) - • • f CPj*) 0; além disso, 

8 É $ 0 - 2 P ) ™ # ) + | M = 

~ i -f — p f i - » . 

Recordemos que, se / e F são duas fun-
çOes aritméticas tais que 

íí]*)t 

então tem-se (ver [4]} 

d [ÍA \ / 

ondeafunçâo (análogounitáriodafunção ^ 
d e MÕBIUS), é d e f i n i d a p o r — 
sendo CÚ(M) O número de primos distintos 
que dividem n . 

Assim, do teorema anterior, resulta 

m h É M p f - x V »[•* \ d / 
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