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NOTA DE AULA

Inteiros regulares médulo n

por José Morgado

Instituto de Matemdtica, Universidade Federal de Pernambuco, Brasil

Introdugao

Recordemos que um elemento & de um
anel 4 se diz regular (segundo voN NEu-
MANN), se existe em A4 algum elemento
tal que aza=a.

Parece entdo natural dizer que um inteiro
a é reqular médulo n, se existe algum in-
teiro x para o qual é valida a congruéncia

1) a?2x=a (mod.n).

Resulta imediatamente da defini¢io que os
multiplos de n e os inteiros primos com =
gdo regulares médulo n, qualquer que seja
o inteiro n. Geralmente, porém, ha outros
inteiros regulares mddulo =. Assim, por
exemplo, para = ==12, os inteiros regulares
médulo = sido aqueles que sio congruentes
com algam dos inteiros 0, 1, 3, 4, 5,7,
LT 911

O objectivo desta nota é precisamente
estudar o conjunto dos inteiros regulares
médulo =n.

Em toda esta nota, n designara um in-
teiro maior que 0.

1. Condi¢oes de regularidade.

Se a e b sio inteiros, representaremos
por (z,b) o maximo divisor comum positivo
de a e b.

TeorEMA 1. E condigdo necessiria e sufi-
cilente para que o inteiro a seja regqular md-
dulo n, que se tenha

(a,n) = (a?,n).

Dem. Com efeito, suponhamos que a 6
regular médulo n. Entdo, da solubilidade
da congruéncia (1), resulta que (a2,7)|a.
Logo, tem-se (a%,n)|(a,n) e, como, por
outro lado, (a,n)|(a2?,n), resulta que
(a,n) = (a?,n).

Inversamente, se (a,n) = (a2,n), entdo
existem inteiros z e v tais que

(a,m)=a?u+nv.

Degignando por ¢ o quociente de a por
(a,n), tem-se

am(a,n)q—aﬂﬁq+nvq,
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o que mostra que a congruéncia (1) tem, pelo
menos, a solugdio x=ugq (mod.n).

CoroLir1O. Se a ¢ regular médulo n,
entdo tem-se (a™,n) = (a,n), qualquer que
seja o inteiro m > 1.

Diz-se que o inteiro positivo d 6 um di-
vigsor unitdrio de n (em simbolos, d|[*=),
s d é um divisor de » que é primo com o
divisor complementar, i.e., d|n e

(d,_";)=1.
d

E claro que, se n = pypsr -+ pi, onde
o8 p; sdo primos distintos, entdo o nimero
de divisores unitarios de = é igual a 2k,
nimero de partes do conjunto |pft,pss, ...

L :P:"i 4

E também imediato que, se n; e ny sio
inteiros primos entre si, d;|*n; e dy|*ny,
entio d,dy|* nyng; inversamente, se d |* 1y g,
com (my,my) =1, entdo existem d; e dy
tais que

d=dydg, di[|*n; e dy|*ny;

basta tomar dy = (d,n,) e dyg=(d,ny).

O conceito de divisor unitario intervem na
formulagio do seguinte

TeorEMA 2. E condigdo necessdria e sufi-
ciente para que o inteiro a seja reqular
médulo n, que se tenha

(a,n)[*n.

Dem. Na verdade, suponhamos que a
é regular mdédulo n. Pretendemos mostrar

que
((“’")’ (a?n)) i

Imaginemos que ge tinha

((“’”Js !

(a)“)

>=d>1

e seja p*|*d. Entdio, de p*|(a,n) e

n

(a,n
Por outro lado, de p*|a,

p?*|a?. Ter-se-ia, portanto,

P*| , resultaria p2*|nm.

resultaria
p2*| (a2, n).
Mas, pelo teorema anterior, (a?,n)=(a,n)

e, por consequéncia, p2*|n e p2'|a e, como
n

b , resultaria que p%*|n.
(a,n)
De 2% |a, resultaria },4': E a?, donde
P5k1(a2!ﬂ): i. 05 115"'{(0,73) e, como
n . !
Pkl z , concluir-se-ia que PM | n.
(a,n)

Ter-se-ia entiio p2*| e p2*|(a,n),

n
(a,n)
i.e., p?*|d, o que contradiz a hipétese de
ger p* um divisor unitario de d.
Esta contradigiio mostra que d =1, como
ge pretendia. .
Inversamente, suponhamos que (a,n)[*=.
Se fosse (a2,n)=£ (a,n), como (a,n)]
[(a2,n), ter-se-ia (a2,n)=(a,n)r, onde
r > 1. Designando por p um divisor primo
de », de p|(a2?,n), resultaria p|a2 e
pln, donde pla e p|n, donde p?|(a2,n)
e, como (a?,n)|n, ter-se-ia também
, visto que r|

Pl(a,n) (a,n)
mente a hipétese de ser (a,n) um divisor
unitario de =.

Logo, (a2, n)=(a,n) e, por consequéncia, a
é regular médulo =.

, contraria-"

CoroLARrIO 1. E condigdo necessiria e
suficiente para que todo inteiro seja regular
médulo n, que n seja livre de quadrados.
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Deym. Com efeito, se n é livre de qua-
drados, i.e., se =1 ou m=p;pg-+: Pk,

onde os p; sio primos distintos, entdo todo

divisor de n ¢ evidentemente um divisor
unitario de =, tendo-se, por consequéncia,
(a,m)[*n para todo a, i. e., todo inteiro a
é regular m6dulo n.

Inversamente, se (a,n)[*n para todo in-
teiro a, entio necessariamente n 6 livre de
quadrados, visto que, se para algum primo p
se tivesse p2|n, entdo (p,n) nio seria di-
visor unitario de = e, portanto, p nio seria
regular moédulo n.

CoroLiriO 2. Se n>1, é condigdo ne-
cessaria e suficiente para que somente o0s
tnteiros primos com n e os multiplos de n
sejam regulares médulo n, que n tenha um
dnico divisor primo.

DeEm. De facto, se n tivesse mais que um
divisor primo, entio n teria pelo menos um
divisor unitario d diferente de 1 e diferente
de n e d seria recular médulo n.

Se, pelo contrario, n» tem um sé divisor
primo, os tnicos divisores unitarios de =
sdo 1 e m e, portanto, os inteiros regulares
moédulo n sio os primos com = e os mul-
tiplos de n.

2. O semigrupo dos inteiros regulares
mddulo n.

Pode ter-se a2x=a (mod. n), sem que
« seja regular médulo n; assim, por exem-
plo, tem-se 82.2=8 (mod. 12) e, no en-
tanto, 2 ndo é regular médulo 12, mas tem-se
também 82.8=8 (mod. 1") e 8 6 regular
moédulo 12.

TeoreEMA 3. Se o inteiro a é regular mo-
dulo n, entdo eriste pelo menos uma solugdo
X da congruéncia a?x=a (mod. n) que tam-
bém é regular médulo n .

DeM. Seja y um inteiro tal que a2y=a
(mod. n). Entio, como

a.-ay?=a.a?y.y=a2y=a(mod.n),

vé-se que ay? é uma solugio daquela con-
gruéncia. Além disso, tem-se

(ayﬂ}g.a=a2y . ys aEa9y5=

=a?y.y?=ay? (mod. n),

o que mostra que ay? é regular médulo =,
como se pretendia.

Designemos por £ (n) o conjunto dos in-
teiros regulares moédulo n, compreendidos
no intervalo fechado [0, 7 —1]. E imediato
que tal conjunto constitui um semigrupo com
respeito ao produto médulo n. A este semi-
grupo chamaremos semigrupo dos inteiros re-
gulares médulo n.

B claro que todo inteiro regular médulo n
¢ congruente com um e um 86 elemento de
R (n).

Assim, pelo Teorema 3, a equagéo a2x=a
onde ae R(n), tem pelo menos uma solugio
no semigrupo R (n). Na realidade, o nimero
de solucdes em £ (n) é precisamente igual a
(a?,n) = (a,n), visto que, se & é uma so-
Jucio da congruéncia a?x=a (mod. n),
entio o conjunto das solugdes médulo n &

n e 2n
(@,d)’  (a,d)’

((a.d) - 1)m ]
(a,d)

{;v ' &+
& +
e dois quaisquer destes inteiros sio incon-

gruentes médulo n.

TeorEMA 4. Para todo aeR(n), o sub-
semigrupo gerado por a é wum grupo.

Dem. Com efeito, como o subsemigrupo
gerado por a ¢ finito, existem inteiros posi-
tivos u e v=u tais que a*=a".
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Vamos provar que existe um inteiro »>1
tal que a’=a.

Seja s o menor inteiro positivo para o
qual existe algum inteiro r > s tal que
a’=a'. Seja d=(a,n), i.e.,, a=a;d e
n=mn;d, com (a;,n)=1.

Entio, no anel Z dos inteiros, tem-se

2) ald'—aid =kn

para algum inteiro % .

Trata-se de provar que s=1.

Na verdade, se fosse s>1, de (2) re-
sultaria

ajd —ald =k,

donde se concluiria que a;d|k n;. Mas,
como d|*n, ter-se-ia (ayd,n)=1 e, por
consequéncia, k = k;a;d para algam in-
teiro k.

Daqui resultaria

af_] d"-l — a;-l' d'-‘ = kl al d nl = kl al n

no anel Z, donde

a-l=¢g"1 em R(n),

contrariamente a hipbtese feita sobre s.
Logo s=1.

Designando por » precisamente o menor
inteiro maior que 1 para o qual se tem
a"=a, entio 6 imediato que, para todo
inteiro m, a™ é igual, em R(n), a um dos
elementos

a,ad,as, ..., a1

e que estes elementos sdo todos distintos.
E também imediato que o conjunto destes
elementos constitui um grupo (isomorfo ao
grupo aditivo dos inteiros médulo »— 1),
sendo a™! o elemento neutro e sendo o
inverso de a', 1£L7i<r—1, o elemento
a™~1-, no caso de ser r>2; para r=2,
o grupo contém sdmente o elemento a.

3. Uma fungdo aritmética multiplicativa

Seja p(n) o nimero de elementos do se-
migrupo R (n).

Para cada divisor unitario d de =, seja
E; o subconjunto de R (n) constituido pelos
elementos a tais que (a,n)=d. Tem-se
evidentemente

R[n): U Ed (-] EdnEdf=¢, BO d:,&dr.

d|*n

Ora (a,n)=d, se e 86 se a 6 da forma
kd, onde e (lc,l)-_-l.
d d ;

Isto significa que o nimero de elementos

em FE,; é igual a qa(%), onde ¢ designa

o indicador de FEULER.
Tem-se, portanto,

3) ﬂ@=2¢(3}=2@@-

d|*n d d|*n

Vejamos agora que p é uma fung¢io mul-
tiplicativa, i. e., se (m,n)=1, entio p(mn)=
= p(m)p(n)-

De (3) resulta que

e(me() = (2 ¢ @) (2 ¢(@)) =

d|*m a'|*n

= 2 2(@)9(d).

d|*m
d'|*n

Mas ¢ é uma funcéo multiplicativa e, como
(d,d)=1, tem-se

p(me(m) = X ¢(dd).
d|*m
da'|*n

Por outro lado, todo divisor unitario de
mn se escreve univocamente como produto
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de um divisor unitirio de m por um divisor
unitirio de m» e, por consequéncia, tem-se

pmn)= X o(D)= X o(dd)=

D[*mn dd![*mn
= 2 9(dd),
d|®*m
d'|*n

como pretendiamos.
Ficou assim provado o seguinte

TeoREMA D. Se p(n) designa o nimero
de inteiros ndo negativos menores que n e re-
gulares médulo n, entdo p é uma fungdo
multiplicativa e tem-se

()= X o(d).

d|*n

CoroLArI0. Se n = pj1pjr-..pi, onde

08 p, sdo primos distintos, entdo
¢(@) = (1+pf —pf)(d + ppr —p5=t)---
+o(L + g = pp).

Com efeito, como p é multiplicativa, tem-se
p(n) = p(pf) - p(p%*) e, além disso,

p(p%)= 2 o@=9(1)+¢(p%)=

dltp?i

m1+p:rs_P?.-—1_

Recordemos que, se f e F sio duas fun-
¢des aritméticas tais que

F(n)= 3 f(d),

d|*n

entido tem-se (ver [4])

f@k=ZFW®F(§)

d|*n

onde afungiio p* (analogo unitario dafungiio p
de MoBIus), é definida por p*(n)=(—1)*®),
sendo w(n) o nimero de primos distintos
que dividem n.

Assim, do teorema anterior, resulta

ww==25ﬁ@n(})-

d|®n
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