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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 

P O N T O S D E E X A M E D E F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

Universidade de Luanda — EJICESCIATURA HM CIKNCIAS 
MATKMÁTIOAS — 5.° Ano — Informática Superior — 
Exame Final - Época de Recurso — 1 de Julho 
de 1974. 

5819 — Mostre que se F ê ama função diádica 
(computável) associativa o comutativa, então satisfaz 
ás identidades 

A/.UF/A) FF/B) - F/A,B 
M,((F/A) FF/B) - F/A FB 

quaisquer que sejam os argumentos A e B, dos 
domínios cie F , 

II 

o) Desenvolva um conjunto de funções tais que, 
dados para argumento à direita os coeficientes de um 
polinómio (por ordem crescente das su-is potências — 
o grau do polinómio será igual ao número dos coefi-
cientes subtraído de uma unidade), permitam : 

— Via função diádica calcular o valor do polinó-
mio num ponto dado como argumento à esquerda; 

— via função monádica calcular os coeficientes da 
derivada; 

— via função monádica calcular os coeficientes da 
primitiva dessa polinómio. 

b) Aproveite as duas primeiras funções desenvol-
vidas acima para escrever uma outra função diádica 
tal que, dados os coeficientes do polinómio pnra argu-
mento à direita e um valor real de partida como 
argumento à esquerda, calcule uma raiz real dessa 
polinómio pelo método de NewTos-iÍAi-asoN (use 
x„+l — oc„ — [i (£„)/}>' (ac„) , onde aĉ  será portanto o 
argumento à esquerda da função; o programa deverá 
parar quando se tiver alcançado unia determinada 
tolerância, por exemplo, j — | < 10E-5). 

III 
Desenvolva um algoritmo que, incorporado numa 

parse de um compilador de FOKTKAN, permita 
a tradução de uma instrução de 111" aritmético. 

Para BÍmpIificar poderá admitir que a sintaxe d» 
instrução é de um dos tipos: 

- 4 6 2 I P ( A - B * 2 ) 

- + I F ( A - B " 2 ) , 4 . 6 , 2 

onde, por definição do IP aritmético, a transferência 
será feita para as instruções referenciadas respecti-
vamente pelo primeiro, segundo ou terceiro rótulos, 
consoante o valor da expressão aritmética entre pa-
rêntesis venha negativo, nulo ou positivo (neste caso, 
admitida a simplificação acima, tratar-se-á, mais ri-
gorosamente do ponto de vista sintático, de um dia-
lecto do FORTRAN). 

I V 

Enuncie a hierarquia que existe entre os vários 
tipos de linguagens a gramáticas de estrutura de 
frase. Exemplifique para mostrar que as inclusões 
são próprias. 

Universidade de Luanda — LJCEKCIATIIBA EU CIÊNCIA» 
M A T E M Á T I C A S — 5 * Ano — Estatística I - Exame 
Final de 1972/73 — Época de Recurso — 11 de 
Março de 1974. 

I 

5820 — a) Calcule a média e a variância dos n 
primeiros números naturais; relacione este resultado 
com uma distribuição teórica importante. 

b) Qual o significado, para uma distribuição de 
frequências, de se anular a variância? O que se pode 
deduzir, neste caso, relativamente aos coeficientes de 
assimetria e de achatamento? 

c) Mostre que, para qualquer distribuição, o 1." 
momento absoluto é mínimo quando centrado na me-
diana e o 2-* momento é mínimo quando centrado na 
média. 

I I 

Considere uma amostra de dimensão n > 2 {« in-
teiro), colhida de ura unívereo com distribuição bino-
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miai em que a probabilidade de sucesso é p ( 0 < f < l ) . 
Calcule: 

a) A («) moda (s) ; 
È) Os coeficientes de assimetria e de achatamento; 
c) Indique a condição necessária e suficiente de 

simetria desta distribuição; 
d) Considerando os coeficientes de assimetria e de 

achatamento como função de « , qual o seu 
limite quando « - > 0 0 ? Relacione este facto 
com a convergência da lei binomial reduzida 
para a normal (teorema do limite central). 

III 

Designe por 

A ' ~ ( ( * « ) ) (k - 1 , •••,)»; ( — 1 , • ,m) 

uma matriz de n ünhas e m colunas representando 
as n observações de vn variáveis. Define-se, para os 
vectores-coluna de X , uma matriz de variâncias e 
covariàncias de elemento genérico 

2 fo» — (®ij — Kj) 
ru = — 7 _ 

t / 2 ( * « - » . ) * 2 y ii * 

2 ~ *i) (x*i j. 
n 

V W ^ j 

(i,j - 1 , ••• , m ) , onde 2 > ™ S Xw/B> 
k * 

« . ' = 2 K i e 

H k 

Mostre que a matriz R — ( (r,j) ) é : 

а) Simétrica; б) definida não-negativa. 

Universidade de Luanda — L I C E N C I A T U H A EM C I Ê N C I A » 

M A T E H J Í M C A S — 5.° Ano — Estatística I — Época de 
Recurso — 8 de Julho de 1974. 

] 
5821 — Calcule a moda, a mediana, a média e a 

variância da distribuição de densidade 

6 
/í — —TT7 1 1 , 2 , 3 , " * . lí2 i1 

™ t ir! 
[Nota: V —r *" ~7T J - Discuta os resultados. 

ÍTT, ti 

I I 

Dado um universo qualquer, descrito por uma v. a 
X com E (A") = ji e F (A ' ) — <?•, mostre que: 

a) Definindo x„ como sendo a média de uma 
amostra casual de observações independentes, de di-
mensão n Tj , 3Cj , , j^,, vem 

js e B ( ( » . - ( x ) * ) = — J « 

è) Designando, como habitualmente, por JA, o 
quarto momento centrado do uni verso descrito por 
X , sob a hipótese de [A, existir e ser finito, vem 

E 1>< - (A) (x, - JA) (jíí - JA) (x, - st)] -
m se as observações , ac,, xk , x, forem 

coincidentes 

•- a1 se exactamente dois pares de observa-
ções coincidirem 

0 em quaisquer outras circunstâncias. 

I I I 

Considere am universo Com média JA, variância n1 

e quarto momento centrado IA,, sendo todas estas 
medidas desconhecidas mas finitas. Mostre que defi-
nindo, como habitualmente, 

—2 (x, - xmyt 
n 

»-) 1 

onde n 6 a dimensão da amostra. 

Universidade de Luanda — L I C E N C I A T U R A EU C I Ê N C I A S 

M A T B H Á T I C A S — 5.* Ano — Estatística II — Exame 
Final de 1972/73 - Época de Keeurso — 28 de Fe-
vereiro de 1974. 

I 

5 8 2 2 — Considere a m o s t r a s de dimensão n , 
-Y,, A' ; , • ••, A'„, colhidas de um universo normal de 

= ml -

se tem 
lim P ( m l ~ 
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média a — O e variância o- (desconhecida). Deter-
mine os estimadores do máiima verosimilhança da 
variância e do desvio padrão do universo; são estes 
estimadores centrados? Justifique. 

II 

Dada uma população normal com parâmetros (des-
conhecidos) determine um par de estatísticas 
suficientes para os estimar. 

III 

No caso da regressão linear múltipla 

y — ia + Ai + b2 xz + ----)- fi* + t 

pretende-se testar a hipótese simples de que para um 
certo i fiio, é = O, contra a hipó-
tese alternativa de que b, 0 . Deduza utna estatís-
tica adequada para efectuar esse teste, nos dois casos 
de E (e e7) — o - ( n è o número de observações), 
com o- conhecido e o- desconhecido, respectivamente. 

Universidade de Luanda — LICEBCJATDBA EH C I Ê K C I À S 

M A T E M Á T I C A S — S." Ano - Estatística II — Exame 
Final - 31 de Julho de 1974. 

I 

5823 — Determine o estimador de máxima verosi-
milhança de D na distribuição (exponencial negativa) 
de densidade 

f(x ; i ) - ( t~6* x > - 0 

- 0 x < 0 , 

onde — oo <; d < + ou . 

II 

Numa escola primária foram seleccionados 2(1 alu-
nos completamente ao acaso e divididos em dois gru-
pos de 10 cada. A um dos grupos foi dado todos os 
dias um copo de sumo de frutos e ao outro um copo 
de leite. Ao fim de um certo período o aumento de 
peso dos alunos é de (kilos): 

grupo: 4 2,5 3,5 4 1,5 1 3,5 3 2,5 3,5 

2." grupo: 1,5 3,5 2,5 3 2,5 2 2 2,5 1,5 3 

Sabendo que / A. (x) d x <=- 0,975 efectue um 

teste da significância do aumento de peso dos alunos 
que beberam fumo relativamente aos que beberam 
leite. 

Ill 

a) Designando por m j t • valor da distribui-

ção , w) t a l 1U0 

e analogamente por o valor da distribuição 
para o qual 

mostre que 
P fotó < * ( « ) . ) - * > 

í c i , « ) i - i = , í c « > i - 4 i 

6) Prove que a mediana da distribuição f\„ r B l 

é igual ao inverso da mediana da distribuição 

IV 

Cálculos efectuados para uma regressão linear 
simples de 100 pares de observações (y ; , 1 ! ) forne-
ceram como resultados os seguintes valores da recta 
y — a + P as: ã - 0 j £ xf/n. - 9 , 7 j « — 1,1; P-0 ,02; 
£ = 0,003S. 

XI,«S 

ip © d x = 0,9505 , calcule in-
do 

tervalos de confiança aproximados ao nível de 90*/, 
para a e 3 . 

Daiia a sucessão finita de variáveis aleatórias 
, > normais e independentes, com distribui-

i 

ções .Y, — JV ( J J . , , 1 ) , define-se a variável aleatória 

-,'i _ V Va 

S,(N) Zd i-1 
como possuindo a distribuição do V descentrado com 
n graus de liberdade e parâmetro de descentragem 
S — (A variável aleatória ó, pois, um caso 
particular notável e portanto coincidente com ( „ J . 

а) Calcule E e V ; 

б) Mostre que ^„ j /n -^ l 
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Universidade de Luanda — L I C E N C I A T U R A EH C I Ê N C I A S 

M A T E M Á T I C A B — 5 ° Ano - Estatística II — Exame 
Final - Época do Recurso - 8-11-1974. 

I 

5 8 2 4 — Mostre que se uma variável aleatória X 
possui a distribuição do TtJ,,, então / u - i /a « — 1 
converge para a normal reduzida. 

n 

Considere um universo descrito por uma variável 
aleatória X , com distribuição uniforme tio intervalo 
[0 ,6] , onde 6 > 0 é um parâmetro desconhecido, 
isto é A' possui a densidade 

f{x | e> = —í— se 0 < j < f l ; 0 

— 0 senão. 

Deste universo colheu-se uma amostra de n obser-
vações independentes x t , , a s , . 

a) Construa a função de verosimilhança e deduza 
o estimador de máxima verosimilhança de El obtido 
com base nesta amostra, ; 

£p) Com base no resultado de a), deduza a distri-
buição de 8„ ; 

c) Calcule E (S„) e V(d„), verificando se este 
estimador è ou não centrado e coerente. 

III 

De um universo que se sabe seguir a lei normal 
N ífi , a!) eom (i desconhecido e o* conhecido, 
colhe-se uma amostra de dimensão n . 

a) Construa um intervalo de confiança de 100i0 /o 
para fi (0 < a < 1) ; 

b) Designando por L (« , «) a amplitude do inter-
valo obtido, verifique que é independente do parâ-
metro desconhecido p ; 

c) Calcule Min L ( n . a ) e interprete este resul-rt—• ao 
tado tendo em vista a definição de intervalo de con-
fiança e a distribuição do universo, 

IV 

Considere que das hipóteses relativas à distribuição 
dos erros fio modelo de regressão linear múltipla é 
relaxada a relativa á normalidade. Indique quais as 

implicações quo essa diminuição trás, em particular 
no que respeita aos estimadores de mínimos quadra-
dos dos parâmetros do modelo, valores esperados, 
variâncias e covariâncias desses estimadores. 

Universidade de Luanda — L I C E N C I A T U R A EM C I Ê N C I A » 

M A T E M Á T I C A S — 5 . " Ano — Programação Matemá-
tica — Exame Final - 11 de Julho de 1974, 

1 

5 8 2 5 — Mostre que se uma função / está definida 
para os pontos de um conjunto convexo K d , 
então uma condição necessária para que / seja con-
vexa & que para qualquer \ e ü 1 o conjunto 

A - jx f l 

seja convexo. 
E esta condição também suficiente? Demonstre ou 

dê um contra-exemplo. 

II 

Considere o seguinte programa linear 

Q{x) = 10*1 -)- 15 x3 +• 7 xt + max 

9 xt + 5 xz + ] 1 + 4 x4 + G x& < 16 

•«l l l , í i i ̂ s > 0 

. . , *t 1 < * • 

a) Escreva-o na forma canónica; 
b) Calcule a sua solução optimal no caso de as 

duas últimas restricções serem substituídas por ;r( —0 
ou j-j — 1 (i = 1 , 2 , • •• , õ ) (programação booleana). 
Indique, nesse caso, qual o conjunto das soluções 
admissíveis c urna sua possível representação. 

III 

Para a ^ / i e i i " e y ,6e7í™ ( »>• m) , definiu-se 
o dual de 

min Q (a;) — pTx , A x — b , m ^ O 

por 

maxG (jrt — yTb , ATy<p, 

onde desapareceram as restricções ao sinal das com-
ponentes de ;/; estas restricções que definem os con-
juntos de soluções admissíveis dos dois programas 



C A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 77 

não |.o :I r: ser, para além disso, substancialmente 
relaxadas. 

Demonstre que : ou A x — b possui uma solução 
x o li" ou AT y — 0 , ò T y = - l possui uma solução 
y e R" , mas não ambos simultaneamente. 

Universidade de Luanda — L I C E N C I A T U R A CU C I Ê N C I A S 

MATEMÁTICAS - 5." Ano — Programação Matemática 
— Exame Final - Época de RecurBO — 8-11-1974. 

5 8 2 6 — o) Mostre que se K for um conjunto 
convexo, então qualquer combinação convexa de um 
nümero arbitrário de pontas de K é ainda um ponto 
de K . E a mesma afirmação válida para uma com-
binação linear? Demonstre ou de um eontra-exemplo. 

h) Sobre um conjunto convexo K está definida 
uma sucessão de funções convexas / i , / z , - • *, que 
convergem em todos os pontos de K para uma função 
/ ; é / também uma função convexa? Justifique. 
Qual o resultado a que se chega se a sucessão j/H| 
for de funções estritamente convexas? 

II 

o) Se n 1 , , a" 6 li" (n > m) , define-se o cone 
gerado por estes vectores como o conjunto de todos 
os pontos que são combinação linear deles com coefi-
cientes não negativos : 

O 

— J 3f | 3C B ff™ , X ~ J.; O1 , \ > 0 J . 

Mostre que C é um conjunto convexo. 
6) Mostre que dos programas lineares com res-

tricçoes 

A x = b , x ^ 0 
e 

ATy>0, b^ycO 

com x e R* , y e R" e n •> m , um e um só possui 
soluções admissíveis. 

III 

Resolva O programa linear seguinte: 

Q (* ) - 250 XÍ + 45 TT = Ma* 

150x, + 25 10000 

x t + 0,2 x2 < 72 

x , < 5 0 

x2 < 200 

si, xz > 0 . 

Universidade de Luanda — L I C E N C I A T U R A EM E C O N O U I A 

— Ano — Econometr ia—Teste de Frequên-
cia - 15-6-1974. 

I 

5 8 2 7 — Considere o seguinte modelo simplificado 
relativo a uma macro-economia: 

Gt = *x + *2 Yt •+• dj c,_, + a, i -f l/j 
h = Pi + (O, — C(_,) - r(_, + v, 
Fi = Ct + It + G, 

onde: 

C, = consumo nacional no ano í ; 
/ j — investimento líquido do ano i ; 
1'; = rendimento nacional no ano i ; 
Gt — despesas públicas em bens e serviços no ano »; 

= taxa de juro no ano t — 1 ; 
í « 2 , 3 , ••• ,n os sucessivos anos para os quais 

se dispõem de dados estatísticos; 
u, e Vj são termos estoeásticos e 
el i a31 *3 i ! Pi i Pi e Pj são os parâmetros des-

conhecidos. 

o) Indique quais as variáveis endógenas e quaie 
as predeterminadas no modelo acima; 

È) Exprima as equações deste modelo sob a forma 
de um sistema de equações lineares em que o vector 
das incógnitas traduz as variáveis endógenas ; qual 
b condição para que este sistema seja soltivel o 
possua uma solução linica? 

c) Se se pretender estimar os parâmetros , 
e Pi da 2 * equação, que método se deverá utilizar ? 
Enuncie a condição qae deve assumir relativamente 
à distribuição dos termos estocásticos para que os 
estimadorta sejam centrados. 

II 

No quadro seguinte encontram-se indicados e cal-
culaduü vários valores que relacionam os custas de 
produção (x) e os volumes de vendas (j/l de uma 
certa empresa; admite-se que o volume de vendas é 
uma função linear dos montantes gastos com a pro-
dução ( j = < + p x) : 
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«k Vi xt — X tfi — y (<*i-*) (Vi-y) (u, - 3}* y? y< 

3 2 — 4 — 7 28 16 9 2,40 0,16 
5 6 — 2 - 3 6 4 25 5,70 0,09 
7 9 0 0 0 0 49 9,00 0,00 
9 13 2 4 3 4 81 12,30 0,49 

11 15 4 6 24 16 121 15,60 0,36 

2 35 45 0 0 66 40 1,10 

Calcule: 

o ) Os estimadores a e p obtidos pelo método dos 
menores quadrados; 

É) 
c) Os estimadores da variância dos erros, pelos 

métodos dos menores quadrados e da máxima verosi-
milhança ; 

ti) A covariãocia entre « e 0 ; 
e) Sabendo que — 1 1 0 , o coeficiente 

de correlação r ; 

Xs,l8 

(x) ct x 0,975 , Cons-ÍB trua intervalos do confiança de aSVo para « e P; 
ff) Com base nos valores que calculou na alínea / ) , 

se a empresa antevê que o seu orçamento das des-
pesas de produção se elevará a 14 durante O ano sub-
sequente, determine quais os limites que se poderão 
prever para o volume de vendas. 

Milho: 

y - 0,181138 • • • 

a) Deduza as equações normais para ss regressões 
do tipo (*>; de acordo com o método dos menores 
quadrados utilizado, qual o número mínimo de obser-
vações que permitem estimar os parâmetros do modelo? 
Justifique a resposta. (Nota: os Autores citados usaram, 
respectivamente, 18 observações para a mandioca e 
26 para o milho.) 

£i) Qual o significado dos expoentes negativos no 
caso do ajustamento da mandioca? Dê uma interpre-
tação tão directa quanto possível, podendo utilizar 
argumentos de natureza económica. 

Universidade de Luanda—- L I C E N C I A T U R A EH E C O K 

bia — 4 • Ano — Econometria — Exame Final — 
1." Chamada — 27 de Julho de 1974. 

III 

Num trabalho recente sobre a estrutura da produção 
agrícola angolana (Alves da Rocha, M. J. e Pereira 
de Sau-a, A., Um caBO de aplicação da funçilo de 
produção de Cobb-Douglas na análise da agricultura 
tradicional, Simpósio de Planeamento Regional, 4-8 
de Março de 1974), fizeram-se ajustamentos do tipo: 

(*) y - «• «t^1 • ij8' • 

às produções da mandioca e do milho em Angola, 
onde y representa o rendimento, a área das cul-
turas, A-j o número de trabalhadores e o capital 
empregue nas explorações, em unidades adequadas. 

Os autores obtiveram para os produtos em estudo 
os seguintes ajustamentos: 

Mandioca: 

y - 5,68756 • . . r f - ™ « - « j M « « 

5828—Considere o seguinte modelo que equaciona, 
de acordo com a teoria keyaesiana, as relações entro 
o rendimento e o consumo de agregados económicos : 

C( — = 4- P F, + ii, 

Suponha que as variáveis endógenas são C e Y, 
que / é uma variável e.tógena e u ; é ura termo esto-
cástico tal que E (u,) = U , E (uf u,) = 0 , E (u?) — 
- a- > 0 , E (iij /,) — 0 e V (li) - o} > 0 para todos 
os i,) - 1 , 2 , . . , n . 

d) Existem variáveis com retardo neste modelo? 
E predeterminadas? Justifique. 

/>) Determine estimadores dos parâmetros cujas 
equações exprimem as variáveis endógenas como 
funções lineares da variável exógena. São estes esti-
madores centrados? 

c) O facto de «i e I } não estarem correlacionados 
implica o mesmo relativamente a o 1",? Dê uma 
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justificação matemática (analítica) «, se desejar tam-
bém uma de ordem económica (descritiva). 

d) Mostre que, designando por fS„ um dos estima-
dores de p calculado com base numa amostra qual-
quer de dimensão H virá, um gera!, aob a condição de 
que p < t (modelo keynesiano), limfi,, ou, mais 

rigorosamente, lim P (p„ > g) = 1 . 

II 

d) Sabendo que 5 — y)* — 110, o coeficiente 
í-1; comente o resultado. 

/•5.S4 
e) Sabendo que j f t j ( i ) d 35—0,95 , construa 

1/-CQ 
intervalos de confiança de 99° / . para a e P. 

/ ) Com base nos valores que calculou em e), se a 
empresa antevê que o seu orçamento das despesas de 
produção se elevará a 12 durante o ano subsequente, 
determine quais os limites que se poderão prever para 
o volume de vendas. 

No quadro seguinte encontram-se indicados valores 
observados que relacionam os custos de produção (a:) 
e os volumes de vendas (jí) de uma certa empresa; 
admite-se que o volume de vendas é uma função 
linear dos montantes gastos com a produção (y — « + 
+ 0 » ) : 

3 7 5 9 11 

Vi 2 9 6 13 15. 

Calcule; 

a) Os estimadores i e p obtidas pelo modelo 
linear geral (forma matricial). 

b) Ainda através do modelo linear geral (Forira 
matricial) determine os estimadores de V(a) , V (P) 
e Cov (a ,P ) . 

c) Sc , ; justifique o resultado, 

ludivíduos com os atributos 1, 4, G: 

III 

Uma empresa de estudos de mercado realizou um 
inquérito sobre o consumo de cerveja entre um grupo 
de consumidores escolhidos ao acaso, utilizando aa 
características idade, sexo, raça, subdivididos pelos 
seguintes atributos: 

idade: menos de 18 anos — atributo 1 
de IS a 50 anos — atributo 2 
mais de 50 anos — atributo 3 

sexo : masculino — atributo 4 
feminino — atributo 5 

raça: branca — atributo 6 
preta — atributo 7, 

O consumo vem expresso em litros/mês. Os dados 
obtidos na amostra foram : 

3 indivíduos com os consumos 2, 4, G litros/mes 

1,5, 6 : 2 m » B B 1 ,2 litros/mes 

1, 4 , 7 : 2 • • » • 3, 2 litros/mês 

1, 5, 7 : 3 » » a a 4, 1, 1 litros/mês 

2, 4 , 6 : 8 * * • 8, 4, 12, 7, 5, 4, 10, 4 litros/mis 

2, 5 , 6 : 3 » » 3, 3, 1 litros/mês 

2, 4, 7 : 5 * * 10, 11, 6, 7, 8 litros/mês 

2, 5, 7 : 2 m » • » 3, 5 litros/mês 

3, 4 , 6 : t » B • B 2 litros/mès 

3, 5, 6 : 2 « » B a 1, 2 litros/mês 

3, 4 , 7 : 3 • • a 4, I, 7 litros/mês 

3, 5, 7 : 2 a B a S 7 ,4 litros/mês. 
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Construiu-se um modelo de regressão linear múl-
tipla para estabelecer uma relação funcional entre 
o consumo (y ) o variáveis representativas deites 
grupos de atributos (jcj , , • • - , . A matriz das 
observações e o vector dos valores da variável depen-
dente são: 

X y 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 
0 0 1 tí 0 0 0 0 0 0 0 0 3 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 4 
0 0 0 1 0 0 0 u 0 0 0 0 1 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 8 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 4 
0 0 ü 0 1 0 0 0 0 0 0 0 12 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 7 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 5 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 4 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 10 
0 ü 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 4 
0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 3 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 3 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 D 0 1 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1) 0 0 10 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 II 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 6 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 7 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 8 
0 0 0 0 0 0 0 1 0 fl 0 0 3 
0 0 ü 0 0 0 0 1 0 0 0 0 5 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 2 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 2 
0 0 0 a a 0 0 0 0 0 1 0 4 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 7 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 7 
0 0 0 1) 0 5 0 0 0 0 0 1 4 

(36 observações). 

а) Neste modelo não são considerados termos in-
dependentes; justifique a razão. 

б) Sob a hipótese de os erros do modelo possuírem 
esperança matemática nula, variância constante e 
serem mutuamente independentes deduza os estima-

dores, pelo método dos menores quadrados dos coefi-
cientes das variáveis independentes jej *** >*Ui 
relativas aos conjuntos do atributos considerados. 

Universidade de Luanda — L X Q D T O M T U I U KU E C O N O H J * 

— 4." Ano — Econometria - Eiame Final —2 • cha-
mada - 31-7-1974. 

I 

5829 — Admitc-se que o volume de vendas y , de 
uma empresa fabril se pode exprimir linearmente 
coroo função dos gastos de produção x , de tal modo 
que para os últimos 6 meses do ano o valor da função 
(volume de vendas) sofre o acréscimo de uma cons-
tante, isto è, 

J - « j f Y z durante os primeiros 6 meses do ano 

y - i j + 71 durante os Últimos 6 meses do ano 
<*i < «i) • 

Para estimar a^, «j e 7 introduziu-se uma variá-
vel ficticia s , de tal modo que 

y = pt + x 4- 03 3 , 

com 2 — O para os pares (x( , y,) dos primeiros 
6 meses do ano e z — 1 para os restantes. 

а) Exprima os estimadores de «t , s2 e 7 etn 
termos dos de Pt t Pz e Sj e enuncie as hipóteses 
que deve assumir relativamente à distribuição dos 
erros do modelo para que esses estimadores sejam os 
de menor variância na classe dos estimadores lineares; 

б) Para as observações (fictícias): 

7 8 6 observações efectuadas durante 
y 10 12 11 OS primeiros 6 meses do 

X 7 8 9 10 i d e m , d u r a n t e os 

y 13 12 14 15 6 meses, 

construa a matriz das obervações, de acordo com a 
técnica indicada acima, e escreva o sistema das equa-
ções normais de (3 (sem o resolver) sob a forma 
matricial. 

II 

Obtida uma amostra de 8 famílias, observaram-se 
os valores (em milhares de escudos mensais) para os 
consumos C , e rendimentos Tt dessas famílias^ que 
«e apresentam na tabela seguinte: 
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r, ct n r i ct Q í n - r j » ( < ? , - C)l ( r t - y ) ( d - o f; 

i 1 i i 1 36 16 24 — 0,181 
3 2 9 6 4 16 9 12 - 0,453 
4 4 10 16 16 9 1 3 0,911 
6 4 36 24 16 1 1 1 - 0,361 
8 5 64 40 25 1 0 0 - 0,633 
9 7 81 G3 49 4 4 4 0,731 

11 8 121 88 64 16 9 12 0,459 
14 9 196 126 81 49 16 28 — 0,449 

2 50 40 524 364 256 132 56 84 

a) Admitindo que existo uma relação linear do 
tipo C — a + p T , entre C e F , estime os parâ-
metros desconhecidos do modelo com base na amostra 
acima, pelo método dos menores quadrados; 

É) Sabendo que í f | = 2,541 , calcule os estima-
dores da variância dos erros, pelo método dos menores 
quadrados e da máxima verosimilhança, sob a hipó-
tese de distribuição normal dos erros, e cora base 
nísso a variância tios estimadores calculados em a) ; 

e) Calculo o eoefieiente de correlação r , entre os 
rendimentos e os consumos, Comente o resultadoi 
relativamente à variação dos consumos provocada 
por variações dos rendimentos ; 

d) Supondo que os valores da amostra vinham 
todos multiplicados por 12, isto é, que Os consumos 0 
rendimentos se exprimiam em milhares de escudos 
anuais, qual o valor de r que se obteria? Justifiquei 

c\ No modelo acima obviamente que x representa 
o consumo autónomo e fj = d C/d Y a propensão 
marginal ao consumo; é claro que p <. 1 . 

/ii(4i 
Sabendo que I (r ) d x = 0,9 construa um 

intervalo de confiança de 80% para o consumo autó-
nomo e, com base nele, estime qual a variação no 
consumo que se pode antever para uma família Cujo 
rendimento mensal é de 16 coutos. Dê uma justifi-
cação de natureza económica para os intervalos que 
obteve (para Y — O e 10, respectivamente). 

Ill 

Considere os seguintes modelos de regressão que 
relacionam uma variável independente com uma 
variável dependente: 

1. j - n + M ; 
2. y = i p* ; 
3. j - i + p j j + f í ' ; 

2-TSJ 
4. y = a -I- p £ + sen . 

12 

а) Deduza as equações normais nos easos dos 
modelos 2. e 4. acima ; 

б) Qual 0 numero mínimo do observações que 
permitiriam estimar o parâmetros nos vários casos 
considerados? Justifique as respostas; 

o) Qual o significado no modelo 4. do apareci-
2 is a: 

mento do termo não-linear sen — ? t)e uma inter-
12 

pretação tão directa quanto possível, podendo utilizar 
argumentos de natureza económica ; 

d) Dos modelos acima qual o que lhe parece mais 
adequado para o ajustameato dos seguintes dados do 
valor da produção mensal de artigos de vestuário de 
uma fábrica de confecções: 

Mês Valor 
Fevereiro 148 
Março 157 
Abril 153 
Maio 137 
J unho 115 
Julho 142 
Agosto 163 
Setembro 170 
Outubro 168 
Novembro 152 
Dezembro 130 
Janeiro 157 
Fevereiro 178 
Março 187 
Abril 183 
Maio 167 
Junho 144 
Julho 172 
Agosto 193 
Setembro 202 
Outubro 198 
Nove mb ro 182 
Dezembro 160 
Janeiro 187 
Fevereiro 208 

•tustifique a resposta, dizendo qual o processo ana-
lítico que utilizaria, num esquema numérico, para 
escolher a regressão mais adequada. 
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