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MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAME DE FREQUENCIA E FINAIS

Universidade de Luanda — Lircexcratura By CieNcias
Mareuiricas — 5.° Ano — Informatica Superior —
Exame Final — Epoca de Recurso —4 de Julho
de 1974.

I

5819 — Mostre que se F é uma fungdo diddica
(computdvel) associativa e comutativa, enifo satisfaz
as identidades

A ((F|A) F F|B) = F/A,B
A/, ((F/4) F F|B) = F|AF B

quaisjuer que sejam os argumentos 4 e B, dos
dominios de F.

I

a) Desenvolva um conjunto de fungdes tais que,
dados para argumento a direita os coeficientes de um
polinémio (por ordem crescente das suas poténcias —
o grau do polinémio serd igual ao nimero dos coefi-
cientes subtraido de uma unidade), permitam :

— Via fungfo diddica caleular o valor do poliné-
mio num ponto dado como argumento 4 esquerda;

— via fungdo monadica calcular os coeficientes da
derivada;

— via func¢io monddica calcular os coeficientes da
primitiva desse polinémio.

b) Aproveite as duas primeiras fungdes desenvol-
vidas acima para escrever uma outra fungio diddica
tal que, dados os coeficientes do polinémio para argu-
mento 4 direita e um valor real de partida como
argumento & esquerda, calcule uma raiz real desse
polinémio pelo método de Newrox-Rarmson (use
Ty = x, — p (x,)/p' (x,), onde =z serd portanto o
argumento i esquerda da fungfo; o programa deverd
parar qaando se tiver alcangado uma determinada
tolerincia, por exemplo, |z, — =, | < 10E-5).

11

Desenvolva um algoritmo que, incorporade numa
parse de um compilador de FORTRAN, permita
a tradugio de uma instrugdo de [V aritmético.

Para simplificar poderd admitir que a sintaxe da
instruciio é de um dos tipos:

—+4 6 2 IF (A-B*2)
—~1IF (A-B*2),4,6,2

onde, por definigio do IF aritmético, a transferéncia
serd feita para as instrugdes referenciadas respecti-
vamente pelo primeiro, segundo ou terceiro rotulos,
consoante o valor da expressdo aritmética entre pa-
réntesis venha negativo, nulo ou positive (neste caso,
admitida a simplificagio acima, tratar-se-d, mais ri-
gorosamente do ponto de vista sintdtico, de um dia-
lecto do FORTRAN).

v

Enuncie a hierarquia que existe entre os virios
tipos de linguagens e gramdticas de estrutura de
frase. Exemplifique para mostrar que as inclusdes
sido prdprias.

Universidade de Luanda — Licesciaruea Em Ciexcias
Marteniricas — 5. Ano — Estatistica I — Exame
Final de 4972/73 — Epoca de Recurso — 11 de
Margo de 1974.

I

5820 — a) Calcule a média e a varidncia dos =n
primeiros nimeros naturais; relacione este resultado
com uma distribuigio tedrica importante.

b) Qual o significado, para uma distribui¢io de
frequéncias, de se anular a varidnecia? O que se pode
deduzir, neste caso, relativamente aos coeficientes de
assimetria e de achatamento?

¢) Mostre que, para qualquer distribui¢fio, o 1.°
momento absoluto é minimo quando centrado na me-
diana e 0 2.° momento é minimo quando centrado na
média,

1T

Considere uma amostra de dimensfio n*>2 (n in-
teiro), colhida de um universo com distribuigio bino-
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mial em que a probabilidade de sucesso é p (0<<p<<1).
Calcule:

a) A (s) moda(s);
b) Os coeficientes de assimetria e de achatamento;

¢) Indique a condi¢io necessdria e suficiente de
simetria desta distribuigo;

d) Considerando os coeficientes de assimetria e de
achatamento como fungio de n, qual o sen
limite quando n — oo ? Relacione este facto
com a convergéncia da lei binomial reduzida
para a normal (teorema do limite central).

111

Designe por
X=((xw) (k=1,-,n; é=1,..-,m)
uma matriz de n linhas e m colunas representando
as n observagdes de m varidveis. Define-se, para os

vectores-coluna de X, uma matriz de varidncias e
covariincias de elemento genérico

z (w4 —ry) (=4 —;;)
= : = —
\/z (i — m)? X (045 — ;)3

2 (xu — =) (2 — ;:)

(n’,j—l,---,m),onde;;—z:r“."n, E—Zw”{n,
k k
8i=N (@i —=m)/n e 8} =3 (zy—x)/n.
& K

Mostre que a matriz R = ((r;)) é:

a) Simétrica;
b) definida n8o-negativa.

Universidade de Luanda — Licexcratura Ex Ciexcras
Mateuiiicas — 5.° Ano — Estatistica I — Epoca de
Recurso — 8 de Julho de 1974.

1

5821 — (alcule a moda, a mediana, a média e a
varidncia da distribuigio de densidade

6

f=

fome 0B ainy

| nt |
[Nota: 3} o et o o Discuta os resultados.

=1
11

Dado um universo qualquer, descrito por uma v. a
X com E(X)=p e V(X)==0o?, mostre que:

a) Definindo z, como sendo a média de uma
amostra casual de observagdes independentes, de di-
mensdo n xy , T3, v, x:,, Vem

E(z)=u e E(@—w)=—;

b) Designando, como habitualmente, por p, o
quarto momento centrado do universo deserito por
X, sob a hipétese de p, existir e ser finito, vem

Elm—w)(@—p)(u—p)(o—p)] =
wy se as observagbes z;,x;,x,,x, forem
coincidentes

= { ol se exactamente dois pares de observa-

¢oes coincidirem

0 em quaisquer outras circunstincias,

It

Considere am universo com média wu, variincia of
e quarto momento centrado p,, sendo todas estas
medidas desconhecidas mas finitas. Mostre que defi-
nindo, como habitualmente,

- 1 .
r,=Zx;/n, ml= :x(mb -z, )2

se tem

L - -

onde n é a dimensio da amostra.

Universidade de Luanda — Licesciatura em Ciéxcias
Mareudticas — 5.° Ano — Estatistica II — Exame
Final de 1972/73 — Epoca de Kecurso — 28 de Fe-
vereiro de 1974.

I

5822 — Considere amostras de dimensio n,
X,,X3,+-,X,, colhidas de um universo normal de
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média p = 0 e verifincia o (desconhecida). Deter-
mine os estimadores de mdxima verosimilhang¢a da
varidncia e do desvio padrio do universo; sdo estes
estimadores centrados? Justifique.

II

Dada uma populagio normal com pardmetros (des-
conhecidos) (u,c?), determine um par de estatisticas
suficientes para os estimar.

11

No caso da regressio linear miiltipla
Yy=bo+ bz + b+ -+ bt

pretende-se testar a hipdtese simples de que para um
certo ¢ (1< i<<k), fixo, é b; =0, contra a hipd-
tese alternativa de que &, 550. Deduza uma estatis-
tica adequada para efectuar esse teste, nos dois casos
de E (ee”) =o*1, (n é o nimero de observagdes),
com o* conhecido e o desconhecido, respectivamente.

Universidade de Luanda — Licescrarura Ex Cifncias
Matemdricas — 5.° Ano — Estatistica II — Exame
Final — 31 de Julho de 1974.

|

5823 — Determine o estimador de mdxima verosi-
milhanga de ¢ na distribui¢do (exponencial negativa)
de densidade

f(z;8) =pe 0= z>0

-0 20,

onde — oo <8<+ co.

11

Numa escola primdria foram seleccionados 20 alu-
nos completamente ao acaso e divididos emn dois gru-
pos de 10 cada. A um dos grupos foi dado todos os
dias um copo de sumo de frutos e ao outro um copo
de leite. Ao fim de um certo periodo o anmento de
peso dos alunos é de (kilos):

legrupo: 4 25 35 4 15 1 85 8 25 35

22 grupo: 15 35 256 3 25 2 2 25 1,6 3

,10
Sabendo que f Sy @ dz = 0,975 efectne um
—o0

teste da significincia do aumento de peso dos alunos
que beberam sumo relativamente aos que beberam
leite,

111

a) Designando por Fy, ., © valor da distribui-
gdo F(, . tal que

P(Flam< Fame = ¢

e analogamente por {nye © valor da distribuigiio ¢,
para o qual

p (ttu] < ‘{n)l) —5
mostre que

L ] .
Fo,mi=¢= T

b) Prove que a mediana da distribuighe F, .
é igual ao inverso da mediana da distribuiglo F,,

Y

Cilculos efectuados para uma regressio linear
simples de 100 pares de observagbes (y;,x;) forne-
ceram como resultados os seguintes valores da recta

yma+Ba: z=0; Sa}fn=97; a=1,1; §=0,02;
at = 0,0036.
1,65
Sabendo que f 9 (3) d £ =10,9505, calcule in-

o
tervalos de confianga aproximados ao mivel de 90°/,
para @ e B.

v

Dada a sucessdo finita de varidveis aleatdrias
Xy,+--,X, normais e independentes, com distribui-

goes X o N (p;,1), define-se a varidvel aleatoria
5 2
o'2 3
‘3!(") = Ll Xi
=

como possuindo a distribui¢io do 2 descentrado com
n graus de liberdade e parimetro de descentragem

3 = {/Zpf. (A varidvel aleatéria ‘L?"} ¢, poig, um caso
particular notdvel e portanto coincidente com 7.02‘(-}).

a) Caleale E (4, e V(4% .);

b) Mostre que 'If“)/n =1
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Universidade de Luanda — Licenciarura Bx Cigxcias
Mareuiricas — 5.° Ano - Estatistica II — Exame
Final — Epoca de Recurso — 8-11-1974.

1

5824 — Mostre que se uma varidvel aleatéria X
possui a distribuigio do %2,, entio yY2X — y2n-1
converge para a normal reduzida.

11

Considere um universo descrito por uma varidvel
aleatéria X, com distribui¢fio unitorme no intervalo
[0,6], onde 8>0 ¢ um parimetro desconhecido,
isto ¢ X possui a densidade

1
f@l) =+ se 0<2<0;

=0 senio.

Deste universo colheu-se uma amostra de n obser-
vagdes independentes wxy, -, x,.

a) Construa a fungiio de verosimilhanga e deduza
o estimador de mdxima verosimilhanga de 6 obtide
com base nesta amostra, ;:;

b) Comn base no resultado de a), deduza a distri-
buigdo de .0-:, ;

¢) Caleule E(3,) e V(5,), verificando se este
estimador ¢ ou ndo centrado e coerente.

Il

De um universo que se sabe seguir a lei normal
N (e,9a?) com p desconhecido e o conhecido,
collie-se uma amostra de dimensdo = .

a) Construa um intervalo de confianga de 100 a°/,
para p(U<a<<1);

b) Designando por L (n,a) a amplitude do inter-
valo obtido, verifique que é independente do pari-
metro desconhecido pj

¢) Calcule lim L (n,x) e interprete este resul-

LRl -]

tado tendo em vista a definigiio de intervalo de con-
fianga e a distribuig8o do universo.

1v

Considere que das hipdteses relativas a distribuigio
dus erros do modelo de regressdo linear miltipla é
relaxada a relativa 3 normalidade. Indique quais as

implicagdes que essa diminuigfo trds, em particular
no que respeita aos estimadores de minimos quadra-
dos dos parimetros do modelo, valores esperados,
varidncias e covariincias desses estimadores.

Universidade de Luanda — Licexcratura em Cifincras
Mareudricas — 5.° Ano — Programagdo Matema-
tica — Exame Final — 41 de Julho de 1974.

I

5825 — Mostre que se uma fun¢io f estd definida
para os pontes de um conjunto convexo K c R",
entio uma condi¢do necessdria para que f seja con-
vexa é que para qualquer Ae B! o conjunto

A=|zeK:f(x) <Al

seja convexo.
I esta condigio também suficiente ? Demonstre on
dé um contra-exemplo.

1
Considere o seguinte programa linear

Q(z) =10xy + Bz, + 15x3+7m‘+9x5£m3x
Qxy + S5ap + 1123 + 4oy + 65 << 16
Ly 5 Tpy By, Ty, 5 >0
Wy X3, %3 Ty, 55 1.

a) Escreva-o na forma candnica;

b) Calcule a sua solugdo optimal no caso de as
duas iltiinas restricgdes serem substituidas por a;=0
ou r;=1 (i=1,2,---,5) (programagio booleana).
Indique, nesse caso, qual o conjunto das solugdes
admissiveis e uma sua possivel representagio.

111
Para z,peR" e y,be B™ (n>m), definiu-se
o dual de
min Q (z) = pTz, Az =b, >0
por
maxG (y) = yTb, ATy<p,

onde desapareceram as restricgdes ao sinal das com-
ponentes de y; estas restriegdes que definem os con-
juntoe de solugGes admissiveis dos dois programas
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ndo podem ser, para além disso, substancialmente
relaxadas.

Demonstre que: ou Az = b possui uma solugio
zeR" oun ATy =0, 6Ty =1 possul uma solugido
ye ™, mas nio ambos simultineamente.

Universidade de Luanda — Liacexcrarura em Cifixcias
Maremiricas — 5.° Ano — Programacdo Matematica
— Exame Final — Epoca de Recurso — 8-11-1974.

5826 — a) Mostre que se K f{or um conjunto
convexo, entdo qualquer combinagio convexa de um
nimero arbitrdario de pontos de K ¢é ainda um ponto
de K. I a mesma afirmagio vilida para uma com-
binagfo linear? Demonstre ou dé um contra-exemplo.

b) BSobre um conjunto convexo K estd definida
uma sucessio de funcdes convexas fj,fs,-:+, que
convergem em todos os pontos de K para uma fungio
f; é f também uma fun¢io convexa? Justifique.
Qual o resultado a que se chega se a sucessio |f,|
for de fungbes estritamente convexas ?

11

a) Se al,...,a"e B™ (n>m), define-se o cone
gerado por estes vectores como o conjunto de todos
os pontos que sfo combinagdo linear deles com coefi-
cientes ndo negativos:

C(al, -
= {::I.-:e A, o= ﬁlia‘, M)O}.

.‘n")—

Mostre que C ¢é um conjunto convexo.
b) Mostre que dos programas lineares com res-
triegdes

Az =05, >0

ATy>0, bTy <0

com ze A", ye R™ e n>m, um é um 86 possui
solugdes admissiveis,

111
Resolva o programa linear seguinte:

Q (2) = 250 2, + 45 r; — Max
150 2y + 25 =, & 10000

x + 0,22, 72
oy < 50
x3 <, 200

zy, x>0,

Universidade de Luanda — Licexcrarura Em Ecoxomia
—4° Ano — Econometria — Teste de Frequén-
cia — 15-6-1974.

1

5827 — Considere o seguinte modelo simplificado
relativo a uma macro-economia:

Ci=ay+a Y+ ayCry + o418 + u;
Li=B1+B:2(Ci— Cry) —Barieg +
Yi=C+ I, + G,

onde :

C; = consumo nacional no ano 17;

I; = investimento liquide do ano 1;

¥; = rendimento nacional no ano 7

G = despesas piblicas em beus e servi¢os no ano ;

7,y = taxa de juro no ano i —1;

i=2,3,---,n o0s sucessivos anos para os quais
se dispGem de dados estatisticos;

u; e v; sa0 termos estocdsticos e

@y ,a,a3,25,P,f: e B3 sdo os parimetros des-
conhecidos,

a) Indique quais as varidveis enddgenas e quais
as predeterminadas no modelo acima;

b) Exprima as equacoes deste modelo sob a forma
de um sistema de equagdes lineares em que o vector
das incégnitas traduz as varidveis enddgenas; qual
a condigiio para que este sistema seja solivel e
possua uma solugdo nica?

¢) Se se pretender estimar os pardmetros Bj, P
e B3 da 2.* equagio, que método se devera utilizar ?
Enuncie a vondigio que deve assumir relativamente
a distribuigio dos termos estocdsticos para que o8
estimadores sejam centrados.

II

No quadro seguinte encontram-se indicados e cal-
culados vdrios valores que relacionam os ecustos de
produgdo (x) e os volumes de vendas (y) de uma
certa empresa; admite-se que o volume de venidas é
uma fungio linear dos montantes gastos com a pro-
dugio (y=—=a + fx):
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T Vi T — @ Vi~ E (>, —;) (v — !I—J (= — ;}z vid ¥ L el
3 2 —4 —17 28 16 9 2,40 0,16
5 6 —2 =3 6 4 25 5,70 0,09
T 9 0 0 0 0 49 9,00 0,00
9 13 2 4 8 4 81 12,30 0,49
11 15 4 6 24 16 121 15,60 0,36
z 35 45 0 0 66 40 1,10
Calcule: Milho:

a) Os estimadores « e § obtidos pelo método dos
menores quadrados;

b) Ze;

e) Os estimadores da varidncia dos erros, pelos
métodos dos menores quadrados e da mdxima verosi-
milhanga;

d) A covaridncia entre = e B;

e) Sabendo que X(y;, —y)? =110, o coeficiente
de correlagio r;

3,18

/) Sabendo que Sy, (@) dx = 0,975, cons-

-—0
trua intervalos de confianga de 95°/, para a« e 8;

g) Com base nos valores que caleulou na alinea f),
se a empresa antevé que o seu or¢amento das des-
pesas de produgiio se elevard a 14 durante o ano sub-
sequente, determine quais os limites que se poderio
prever para o volume de vendas.

11

Num trabalho recente sobre a estrutura da predugfo
agricola angolana (Alves da Rocha, M. J. e Pereira
de Sousa, A., Um caso de aplicagio da fancio de
produgdo de Cobb-Douglas na andlise da agricultura
tradicional, Simpdsio de Planeamento Regional, 4-8
de Margo de 1974), fizeram-se ajustamentos do tipo:
*) y=a-zf. a5 ggfe
as produgdes da mandioca e do milho em Angola,
onde y representa o rendimento, x; a drea das cul-
turas, xy o nimero de trabalhadores e xg o capital
empregue nas exploragdes, em unidades adequadas,

Os autores obtiveram para os produtos em estudo
os seguintes ajustamentos:

Mandioca:

y = 5,68756 - x 143721 | 1-0ATS4T | —0,110413

y= 0.181138 . x(lllaﬂﬁim 3 xg,mml . xg.sﬁfﬂs?

a) Deduza as equagies normais para as regressies
do tipo (*); de acordo com o método dos menores
quadrados utilizado, qual o nimero minimo de obser-
vagdes que permitem estimar os pardmetros do modelo?
Justifique aresposta. (Nota: os Autores citados usaram,
respectivamente, 18 observagdes para a mandioca e
26 para o milho.)

5) Qual o significado dos expoentes negativos no
caso do ajustamento da mandioca? D& uma interpre-
tagdo tdo directa quanto possivel, podendo utilizar
argumentos de natureza economica.

Universidade de Luanda — Licesciatura Bx Econ
mia — 4° Ano — Econometria — Exame Final —
41.* Chamada — 27 de Julho de 1974.

5828—Considere o seguinte modelo que equaciona,
de acordo com a teoria keynesiana, as relagbes entre
o rendimento e o consumo de agregados econdmicos :

Cima+BY, +y
t=1,2,000,m,

Y= C + I,

Suponha que as varidveis endégenas sfio C e Y,
que I é uma varidvel exdgena e u; é um termo esto-
cdstico tul que E (1) =0, E (y;u) =0, E (v}) =
=a">0, E(y;I)=0 e V(I;) =01 >0 para todos
08 i,7=1,2,..-,n.

a) Existem varidveis com retardo neste modelo ?
E predeterminadas ? Justifique,

b) Determine estimadores dos parimetros cujas
enquagdes exprimem as varidiveis enddgenas como
funcdes lineares da varidvel exdgena. Sio estes esti-
madores centrados ?

¢) O facto de w e I; nio estarem correlacionados
implica o mesmo relativamente a «; e ¥,? D& uma
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justificagio matemdtica (analitica) e, se desejar tam-
bém uma de ordem econdmica (descritiva).

d) Mostre que, designando por B, um dos estima-
dores de B calculado com base numa amostra qual-
quer de dimensdo n vird, em geral, sob a condigio de

que B<<1 (modelo keynesiano), ]in;llbﬁ,l > ou, mais
n=»

rigorosamente, lim P(B,> B) =1.
n—s00

11

No quadro seguinte encontram-se indicados valores
observados que relacionam os custos de produgio ()
e os volumes de vendas (y) de uma certa empresa;
admite-se que o volume de vendas ¢é uma fungio
linear dos montantes gastos com a produgio (y=a+
+Bx):

= BT & 9 1l
Y; 2 9 6 13 15.
Calcule:

a) Os estimadores = e B obtidos pelo modelo
linear geral (forma matricial).

b) Ainda através do modelo linear geral (forma
matricial) determine os estimadores de ¥V (a), V (B)
e Cov (x,B).

¢) ZIeg; justifique o resultado.

Individuos com os atributos 1, 4, 6:

» » » » 1,5,6: 2 »
» > » » 1,4,7: 2 »
» 5 » ® 1,5 7: 3 »
» » » = 2,46: 8 =
» » » » 2,56: 3 »
» » » » 2,4,7: & »
» 5 » » 2,567 2 »
» » » » 3,4,6: 1 »
» » s » 856: 2 =
» = » » 3,47: 3 »
» = = = B;8,7F 2 »

d) Sabendo que I (y; —y)? =110, o coeficiente
rZ; comente o resultado.
5,84
e) Sabendo que f fi, (x) d2=0,95, construa
-0
intervalos de confianga de 99°/, para « e B.

f) Com base nos valores que calculou em e), se a
empresa antevé que o seu orgamento das despesas de
produgio se elevard a 12 durante o ano subsequente,
determine quais os limites que se poderiio prever para
o volume de vendas.

I

Uma empresa de estudos de mercado realizon um
inquérito sobre o consumo de cerveja entre um grupo
de consumidores escolhidos ao acaso, utilizando as
caracteristicas idade, sexo, ra¢a, subdivididos pelos
seguintes atributos:

idade: menos de 18 anos — atributo 1
de 18 a 50 anos — atributo 2
mais de 50 anos — atributo 3
sexo: masculino — atributo 4
— atributo 5
— atributo 6

— atributo 7.

feminino
raga: branca
preta

O consumo vem expresso em litros/més. Os dados
obtidos na amostra foram:

3 individuos com os consumos 2, 4, 6 litros/més

» » » 1, 2 litros/més

» » » 3, 2 litros/més

» » » 4,1, 1 litros/més

» @ » 8, 4,12, 7, 5, 4, 10, 4 litros/més
» ® » 3, 3, 1 litros/més

» » » 10, 11, 6, 7, 8 litros/més
» » » 3, b litros/més

» » » 2 litros/més

» @ » 1, 2 litros/més

» » » 4,1, 7 litros/més

» » » T, 4 litros/més.
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Construiu-se um modelo de regressio linear mul-
tipla para estabelecer uma relagio funcional entre
o consumo (y) e varidveis representativas destes
grupos de atributos (xy,>p,:-+,®). A matriz das
observagdes e o vector dos valores da varidvel depen-
dente sfo:

-

- I S U

I —

-
e =] =] e e D M B O 02 00 =1 = D =W R O D =D e 00 = R W

OO C o0 COoOC o000 HNRNROOOO0OCO0C0O0CCCocO00OOOC
-

=R R - E-E-R-F-F-E-N-N-N-N-N-N- NN - == =
E-E-E-R-E-R-R-E-E-E-E-E-N-E-N-N-N-E-N-N-- - NN -~ R R =R = =
cCoccocccococcococCcoCcCooCcOooDRDOoCOoOOCCOCHwEOOoCOO
=R =-E=-L =R - N-E-R-E-E-E-E-E-N- NN~~~ == = =]
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(36 observagdes).

a) Neste modelo nido sdo considerados termos in-
dependentes; justifique a razio.

b) Sob a hipdtese de os erros do modelo possnirem
esperan¢a matemdtica nula, variineia constante e
serem mutuamente independentes deduza os estima-

dores, pelo método dos menores quadrados dos coefi-
cientes das varidveis independentes =y ,a5,++-, 2y,
relativas aos conjuntos de atributos considerados.
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58290 — Admite-se que o volume de vendas y, de
uma empresa fabril se pode exprimir linearmente
como fun¢io dos gastos de produgdo =, de tal modo
que para os iltimos 6 meses do ano o valor da fungio
(volume de vendas) sofre o acréscimo de uma cons-
tante, isto é,

y = ay + v durante os primeiros 6 meses do ano
y =a + yx durante os iltimos 6 meses do ano

(29 < &) -

Para estimar a; ,a; e y introduzin-se uma varid-
vel fieticia =z, de tal modo que

y=B +B:x+ B3z,

com z=0 para os pares (wx;,y) dos primeiros
6 meses do ano e 2 =1 para os restantes.

a) Exprima os estimadores de «, 2 e v em
termos dos de By, B: e B3 e enuncie as hipoteses
que deve assumir relativamente A distribuigio dos
erros do modelo para yue esses estimadores sejam os
de menor varidncia na classe dos estimadores lineares;

b) Para as observagdes (ficticias):
[T & B
10 12 11

7T 8 % 10
13 12 14 15

observacdes efectnadas durante
os primeiros 6 meses do ano;

idem, durante os iltimos
6 meses,

@ | R 'Eil-‘l

construa a matriz das obervacdes, de acordo com a
téenica indicada acima, e escreva o sistema das equa-
¢oes normais de B (sem o resolver) sob a forma
matrieial.

Il

Obtida uma amostra de B familias, observaram-se
os valores (em milhares de esculdos mensais) para os
consumos (', e rendimentos Y dessas familias, que
se apresentam na tabela seguinte:



GAZETA DE MATEMATICA 81

¥ €6 Y} %G O (L=Yp (G—Tp (M—-T)(G—0) &

U 1 1 1 36 16 24 — 0,181

3 2 9 6 4 16 9 12 — 0,453

4 4 16 16 16 9 1 3 0,911

6 4 36 24 16 1 1 1 - 0,361

8 5 64 40 25 1 0 0 — 0,633

9 7 81 63 49 4 4 1 0,731

11 & 1 88 64 16 9 12 0,459

14 9 19 126 81 49 16 28 — 0,449
: 56 40 524 364 256 132 56 84 —

a) Admitindo que existe uma relagfio linear do
tipp C—=a +BY, entre C e Y, estime os pari-
metros desconhecidos do modelo com base na amostra
acima, pelo método dos menores quadrados;

b) Sabendo que Ze? = 2541, caleule os estima-
dores da varidncia dos erros, pelo método dos menores
quadrados e da mdxima verosimilhanca, sob a hipo-
tese de distribuigio normal dos erros, e com base
nisso a varidncia dos estimadores calculados em a);

¢) Calecule o coeficiente de correlacio r, entre os
rendimentos e os consumos. Comente o resultado,
relativamente 4 variagio dos consumos provocada
por variagdes dos rendimentos;

d) Supondo que os valores da amostra vinham
todos multiplicados por 12, isto ¢, que os consumos e
rendimentos se exprimiam em milhares de escudos
anuais, qual o valor de r que se obteria? Justifique;

e) No modelo acima obviamente que a representa
o consumo autonomo e B=d C/dY a propensio
marginal ao consumo; é claro que B<1.

1,44
Sabendo que f fi,(x) dz = 0,9 construa um
-

intervalo de confianca de 80°/, para o consumo auto-
nomo e, com base nele, estime qual a variagiio no
consumo que se pode antever para uma familia cujo
rendimento mensal ¢ de 16 contos. D& uma justifi-
cagdo de natureza econdmica para os intervalos que
obteve (para Y =0 e Y = 16, respectivamente).
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Considere os seguintes modelos de regressio que
relacionam uma varidvel independente com uma
varidvel dependente :

l. y=a+B=;

2. y=aPp;
3. y=a+ Bz + ya?;
2wz
4, = ! .
y=ua+ Bz + sen =

a) Deduza as equagbes normais nos casos dos
modelos 2. e 4. acima;

&) Qual o nimero minimo de observacdes que
permitiriam estimar o parimetros nos vdrios casos
considerados ? Justifique as respostas;

¢) Qual o significado no modelo 4. do apareci-

2"; ? D& uma inter-
pretagiio tio directa quanto possivel, podendo utilizar
argumentos de natureza econdmica;

d) Dos modelos acima qual o que lhe parece mais
adequado para o ajustamento dos seguintes dados do
valor da produgio mensal de artigos de vestudrio de
uma fibrica de confecgdes :

mento do termo nio-linear sen

Més Valor
Fevereiro 148
Margo 157
Abril 153
Maio 137
Junho 115
Julho 142
Agosto 163
Setembro 170
QOutubro 168
Novembro 152
Dezembro 130
Janeiro 157
Fevereiro 178
Margo 187
Abril 183
Maio 167
Junho 144
Julho 172
Agosto 193
Setembro 202
Outubro 198
Novembro 182
Dezembro 160
Janeiro 187
Fevereiro 208

Jdustifique a resposta, dizendo qual o processo ana-
litico que utilizaria, num esquema numérico, para
escolher a regressiio mais adequada.
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