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Tralamento matemético da elasticidade
duma barra homogénea

por Emanuel Eduardo Pires Vaz
Engenheiro Electrotéznico (Telecomunicaclos) — Universidade do Porto

Neste artigo discute-se um problema
importante de estruturas elasticas: Determi-
nacio do estado de tor¢io em todos os
pontos materiais de uma barra feita dum
isotrépico on quase isotrépico.
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Vamos resolver este problema por um
semelhante para a barra da figura 1. Este é
um problema classico nestes dominios.

Nas barras aplicam-se forgas externas as
suas bases cuja resultante é nula e o momento

é perpendicolar a elas. Supomos, também,
que niao existe densidade volumétrica de
forgas, A trapsigio de um para o outro caso
pode ser feita nos seguintes termos: O efeito
de torgio é despresiavel em todos os pontos
perto da parede; a condigio matematica
impde que as componentes do vector deslo-
comento siio despresaveis nestas regides, on
oy + oM rs559—+0 e consequentemente
¢ -0, onde ¢ é a funcio de Saint-Venant
e ¢ é a sua conjugada harmoénica.
Defini-la-emos abaixo. No caso de pequeno
efeito de torgio e se outros efeitos elasticos
nio sio tomados em consideragio nesta
teoria esta de acordo com a realidade.

1. Consideremos um cilindro ou um
prisma cuja sec¢io nio é circular. Aplica-se
um sistema de forgas as suas bases cuja
resultante é nula e 0 momento é perpen-
dicular as bases.

Neste caso as teorias como a de Coulomb
nio sio aplicaveis mas, podemos resolver o
problema da torgdo pela teoria de Saint-
-Venant para as estruturas elasticas. Esta
teoria consiste em aceitar que todas as secgdes
horizontais rodam em volta do eixo dos xg
de dngulos proporcionais & sua distincia g
a4 base que estd fixa. Os pontos du estrutura
elastica fazem deslocac¢des longitudinais. Isto
6 equivalente a dizer que as deformacdes nas
sec¢bes horizontais tomam lugar no pro-
blema, noutros termos; a componente x5 do
vector das deformagdes nio é nula.
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Entio temos :

D=(Ulr Tﬂ! Uﬁ)
U= —axyxy
{1) Ug:d:fii's

U.'::" g?(wl'!'rﬂ}r

onde D é o campo vectorial dos desloca-
mentos, A fungdo ¢ chama-se fungio de
Saint-Venant e as suas derivadas devem ser
continuas.

Para resolver o problema devemos conhe-
cer « e ¢(x;,xy). Para a sua determinagio
devemos ter em mente que as equagdes da
teoria matematica da elasticidade devem ser
verificadas.

Pelas relagdes entre as componentes do
tensor das deformacdes e;; @ as componentes
do vector D, podemos determinar « e ¢
inserindo as condi¢des fronteira.

Precisamente, calculemos e;;.

eii=¢;g=20
2oz =a(—xg+9,)
() 2ey3==2a(xp+9,2)
t;; =0 excepto T;s=pa(—xy+¢,1)=T5
Tos=p«(Z + 9,2) = T32-

As equagdes de equilibrio *r,-_,-_,-+F.--—-O
devem ser verificadas. Como por hipoétese,
nio ha densidade volumétrica de fourcgas e,
como ¢ ¢ somente uma fungho das variaveis
x; e ry, temos a seguinte relagio apenas:

5,1 + 75,2 =03
inserindo as relacdes (2) a ultima equacio da:
9,1.1+¢22=0&49=0,

eesta equaciio deve ser verificada em todos
os pontos do corpo.
A terceira courdenada ndo esta incluida

nesta iltima eyuagiov e, entdo, aquela deve

ser verificada em todos os pontos duma
seccio horizontal,
Agora, vamos considerar um elemento da

area lateral; a funcdo ;(a'l,:rg,m,,) repre-
senta um campo vectorial de perpendiculares
a area leateral. As condigdes fronteira para
area, quando do equilibrio sio expessas por
Tij|ny=0& 75,7 + T30 =0, e por (2
esta relagio da origem a:

pa(—agny + &y ng + 2,10 + 9,9m9) =0

com
Iua::,&ﬂ

numa linha fechada € que limita toda a
seccdo hiorizontal.
Outra forma para a dltima equagiio é:

@,n = TgNy — &y ng onde ¢, 6 a derivada
—

na direcgio n.

Entio ¢ esta determinada; mas pretende-se
dar-lhe uma expressio. O seu caleulo para
0 nosso problema concreto sera a nossa ta-
refa na terceira parte da nossa exposiciio.
A determinagio de « pode ser feita expri-
mindo todas as condi¢des fronteira para a
resultante @ o momento. O seu célculo apa-
rece nos livros de texto desta especialidade
e, por esta razio, nido vamos trata-lo neste
artigo.

2. Em vez de ¢ pretendemos a determi-
nagiio directa do seu conjugado harménico ¢.

As relacdes entre ¢ e 4 siio as conhe-
cidas expressdes de Cavcuy-RiEMAN :

{‘P,l =
Qg =1,
Por derivacio temos:
{?.1'22 4"2‘2%4"I|1+¢:2|2=0
P21 = — ¥,1,1

&E3AYP=0 em f2, sendo [ a regiio in-
terna limitada por C.
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Neste caso dom prisma ou dum cilindro
em que todas as sec¢des sio nido circulares,
a determinagio de ¢ & facil e é dada em
todos os cursos de elasticidade e nos livros
de texto.

Mas, quando as condigdes fronteira sio
diferentes de local para local e, no caso da
figura 2, esta teoria nido é aplicavel.

/X?
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FIG 2

No caso da fizura 2 pretende-se fazer a
determinacio de ¢ para as condi¢des fron-
teira :

23’2, ?26[0,1] 31'130
@) ¢=12(2—uy), z6[1,2] ;=0
0, .’[‘2=2 Va"l.

Como se disse na introducio pretende-se
resolver este problema inserindo-o nos cal-
culos precedentes considerando-o como um
caso limite em que § -+ 0, ) = ecc em R

e as condigdes fronteira em C' silo expressas
por (3). Esta escolha foi feita para simplifi-
cacio de calculos e é referida a problemas
coneretos.

Esta hipitese esta de acordo com a reali-
dade. No topo de cima e, em regides pouco
separadas desta base as consideracdes desen-
volvidas ndo sio aplicaveis mas, no problema
precedente (o da figura 1) ja nio o eram,
também.,

3. Pretende-se obter solucdes deste pro-
blema sobrepondo solugdes aleancadas pelo
método da separacgio de variaveis:

e"Ticosaxy; e*msinaxy; e cosbuar;

Gbr!ﬁiﬂb-'rl Va,bERj
e por fim
1; @5 ag; Ty,

Devemos sobrepor, apenas, solu¢des que sa-
tisfacam as condi¢cdes fronteira. Supomos
que Y -0, a; -, entio podemos, apenas,
esperar solugcdes da forma e " cosaaxg;
e "™ gin arg com a>0. Mas, temos ap=0
Vay=¢ =0, entio nio podemos tomar
solucdes em cosay.

Quando =1 a3 =0; devemos
tomar uma que satisfaga a equacio

ging =0&S a=—nx

(n 6 um nimero nataral). Resultam, apenas,
solucdes da forma e "*7 sinnwry que po-
demos sobrepor em =3 B, e~"7 sinn wxy,
onde [3, é uma constante dependente do
indice », escolhida para satisfazer as con-
digdes fronteira tultimas.

Esta condicio é:

=034 =f(x3)
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EZE,TEE[O,I]
2(2 — ay). x58[1,2].

S (xg) = [

Entdo, temos
Vage[0,2]x; =0,3 B,sinnwarg=f(xg).

Isto ndo é sempre possivel com numa adigio

de um nimero finito de termos mas, é

possivel como uma série. Esta é a série de

senos de f em [0,2] como periodo T'=2;

Aquela converge uniformemente em [0,2]

porque ha monoténia parcial e continuidade.
Temos, entio :

92 i
B,—2. in 2agsinnwagdr, +
0

"9
+ 2 %j 2(2 —x))sinnmargdag=—
1

_ 4cos2nw 4dcosnm
= nTw nm
4dcosdp 4cos?2 8
Bﬂp-_: jﬂ- — + t)s e = 5
2pw Z2pT 2pw
B 4ecos2p+ 1w
2+l = o
2p+ 1)=w
deos(Zp+ 1= -0
Ep+ 1=
Temos a expressio para ¢:
(= -]
$=- - Z e—swﬂsiuﬂpnmﬂ.
2pT o

Majorando || por séries geométricas cuja
razio seja e“”",k}() vemos que estas

séries e as que se obtdm por derivacgio uma
e doas vezes termo a termo sio absoluta e
uniformemente convergentes para x; > k
M axgeR; e, esta é a justificagio, a posteriori,
de todos os calculos, mostrando que a fungio
assim obtida ¢ é uma solu¢do do problema,

4. Agora, a fungio ¢ é conhecida; um
problema elementar de matematica permite-
-nos a completa determinagcio da natareza
de 9.

A solucio encontrada é verificada, exacta-
mente, em todos os pontos da barra com
pouca separagio da base mais baixa dela;
mas, em muitos problemas praticos onde este
problema aparece nds precisamos, apenas,
de uma solucio na metade mais baixa da
barra.

Em conclusio, ha uma satiafagio intelec-
tual na inesperada natureza dos métodos en-
volvides na resolugio do problema, quando
existe uma dificuldade adicional, ao simpli-
fica-lo.
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