GAZETA DE MATEMATICA

43

Dual de espacos 7’(»>1) de funcdes vectoriais(’)

por Neyde F. Martins Ribeiro

lostitnto de Matemdatica; Usiversidade Federal do Rio de Janeiro, Brasil

Introducéo

O objectivo deste trabalho é apresentar
uma exposi¢io didatica da caracterizagio do
dual de L”(0,7';X), p>1 onde X é um
espago de Banach Ele foi motivado pelo uso
frequente que se faz de tal resultado em
equacdes diferenciais parciais, no caso parti-
cular em gue o espago de Banach X é um
espaco de Sobolev. De modo mais preciso,
demonstra se que se o dual X* de X gozar
da propriedade de gune toda fangio de varia-
¢io limitada f: X* — C possui uma derivada
quase sempre, entio o dual de L*(0,7'; X)
seri L7(0,7;X*) sendo pl'+4+qgl=1.
Tal resultado é devido a S. BocHNER e A. E.
TaxLor [3].

Esta condi¢io imposta ao dual é satisfeita,
por exemplo., pelos espagos H™ de Sobolev
conforme § 4.

A apresentagiio que fazemos ayni é auto
suficiente, sendo acessivel a leitores com
conhecimentos elementares da geometria dos
espagos normadus. Ela foi dividida em trés
paragrafos, dos quais o primeiro baseia-se
essenciulmente no trabalho de S. PocuyER e
A. E. Tavror [3].

Esta redacgio contém parte das exposicdes
que fizemos no Seminario de Equac¢des Dife-
renciais Parciais, que vem se realizando no
Instituto de Matematica da UFRJ, sob a

{*) Este trabalho foi financiade pelo Funido Nacio-
nal de Deseonvolvimento Cientifico e L'eenoligico
(KNDCT) e CEPG-UFLRJ.

orientacio de L. A. Mepeiros, G. PErLa
Mexzana e P. HumBerTOo RIVERA.

Queremos agradecer ao Prof. L. A. Me-
DEIROS pela sugestio deste trabalho e pela
orientacio necessiaria a sua realizacio, e aos
Profs. G. PurLa MENzapa e P. Humserro
Rivera pelas valiosas sugestdes durante a
exXecucao do ruesmo.

1 — Preliminares

No que segue X é um espaco de Banach
tal que X* satisfaz i condic¢io: toda funcio
de variagiio limitada tem uma derivada quase
sempre. A delinigio de «variagio limitada» é
dada abaixo.

Estudaremos o dual de espagos L"(p >1)
quando os elementos sio fungdes definidas
em um intervalo [0, 7] da recta R, com
valores em X. Para w:[0,7]—=X e
f:X*~C escreveremos também < [, u(t)>
em lugar de f(u(2)).

Faremos uso das seguintes notagdes :

PP(0,7T;X) sera a classe das fungdes u
com valores em X, definidas quase sempre
em [U,T] e tais que as somas

i [ 02,y — u (4 DN IP
-1

v=| b"n = *rv-llp

sio limitadas para todas as particdes {1},

O=ta<h <ltg<L oo <ty =T. O supremo

destas sowas é anotado por V¥ (u).
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Definimos
| wll,» o, 7;3) [l O) + § VP(“H”P'

Com esta norma V7 (0,7; X) é um espago
de Banach. Fungdes deste espago sio ditas
de variagiio p limitadas e no caso de p—=1
dizemos simplesmente «fun¢des de variagio
limitada».

Vo(0,T;X) seri a subclasse de

V?(0,T;X) para a qual os elementos u
tem a propriedade u(U)= [

L”(0,T; X) sera a classe das fungdes u
Bochner-integraveis tais que a fungio:
8 — ||u(s)|| pertence a L"(0,7T;R).

C(0,7T;X) sera a classe das fungdes de
[0,7] em X que sio continuas, normado

r |luj|= su w(t)| .
por [[u]| ..[a."n” @l

Com estas defini¢des, prova-se que
C(0,7;X) é denso em L”(0,7;X) na
norma de L"(0,7;X) que é dada por

o T
”“”.f,”w,r,x) = ’ | u(s)|"ds.
w0

2. Umsa primeira caracterizacdo de
(L",7T;5X))*

Para cada xe X ecadareal s, 0 Ls <27,
definimos :

se 8230, ,28[0,T]—.X
¢ [ Gzt L
0, #tb T

0 ug,=:[0, T] =X
t—-0.

X imediato que, para cada se[0,7] e
para cada ze X, wu, e L”(0,7T;X).

Seja Ue(L"(0,7T;X))*.
Cousideremos para cada se[0,7'], a se-
guinte funcéo:
®(s): X - C
o — Ulu,z).

Mostraremos que ®e I'§(0, 7'; X*), o
que nos permitira definir :
8: (L0, T; X))* — V30, T; X*)
U+

7) P(s): X~ C 6 linear.

De facto, se s =0= P (s)=0 logo linear.
Se 80, e[, T ] us gz a0 (t) = u,, -, (t)+
+ t,,.,(t) isto 6 Wi i g = ae;..,l—}~u,,,'
para todo xy,x9e6 N o 2eC, o queimplica
® (3) [y + wg] = U(ts,anim) = @ Ulun,z) +
+ Ultty,q) = a®(s)iry + O (5)2g.

)] P(s)e X* Mse[0,T].

De facto, ®(0)=0 logo ®(0)eX*. Se
8+0, como

» AT . A
I u*»m“L"(l}.T;.\'):J (| we,=(2) ||"dt =
0
=J | ue,=(0)|["de = || |]" s
0

i5t0 6 || ts 2|2 g 7. 5) = S22 ||, teremos que
[P x|=| Ults.x) || Ul | te,2llp

0, 7; 5=
=|| U||s"| logo ®(s)e X*.
| [ (

iti) Qe Vi0,T;X") e
Vi) <l U

17
(" 0, 73 x))* -

Para a prova de tal afirmagio precisamos
mostrar que

<l U,

i NPt — (N7

=1
e | Iy — Iy g lf

para toda parti¢io |1,}.<,<. de [0,T].
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Consideremos o seguinte raciocinio: seja
e>0e by,---,b, nimeros reais nio nega-
tivos. Fixemos v. Se b,>0 entio como

sy >0 e || (1) — P (L) = R |®(t)x—

—®(t,4)x,| existe x,eX com || =1
tal que |® (1)@, — P () an|> || P (L) —
— @ (tyer) [| = s =1 (1) — @ (o) | |2 || —
— guby+ Mualtiplicando por b,, vem

|®(1,) by @) — P (tyeg) by | >
> ” (1) — P (th-1) ” ” by ;v” = En

e fazendo x,—b,z, temos

| (), — (p(f,_]).'z:,.] >
> (t)— @G-l |2l = &as [[2]l=0s-

Se b,—0 tomamos z,=0U, logo pode-
mos afirmar que Fe >0 e numeros reais
nido negativos by ,-.-,h,, existe x,e X com
||, ||=0b, tal que |®(t,)a, — P(tyg)x,|>
> 119 (1) — @ (o) | By — g1a (1),

Por outro lado,

@ (1)@, — O (tyr) 2| =
v=1

s E IL"(H;

v=1

)= U (5| £

Ty

n

210N S N m, —

v=]

14 ; )
: (fn‘T | ey, () —ws,_y,2, (1) det>”p=
=[] z (‘fﬂ"‘ EX7 _‘,,")(,)“pdf)trp=

y=]

n lip
=117] (2 Pt — f,,-u) @.
v=]

Uiy g, =

Assim, de (1)

Elq)(fv)-'rv = Q(’v—l}zu| >e+

=]

% i”:p(n)«d’(f»-n)llb»-

v=1

que com (2) acarreta

St — S (tmp) by <€+

r=1

n 1lp
+1U (zbﬂ (:,.—z....)) :
=]

Assim se b,:(I|¢(’""_¢“u-ﬂl|>”f‘“ , fa-

I ty — thq l
zendo a,=|[P(1,)— P(t,1)| e A,=|t,—1,4]

a,

ale
entio b,,:( ) e a desigualdade ante-
y

rior torna-se:

e
{1 n a, » n a‘: e
Qav b,: E A,h,-# é ” U “ (E A-;-—l
=1 v=1 # = L
isto 8,
it 7 n a e
a; ; ay
<=l =
2arr <1 2

que elevando & poténcia ¢, torna-se

e ag a . n aﬂ ale
(Zar) <lor (S 45)

=1 v=]

e como ¢ — g;,— 1 obtemos

i 7

5o

=1 A:FI

<o,
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isto é,

2 1P (1) — @ ()| Z|UIe,

ity — by [T
para toda participagio |t,}j<, <. de [0, T7].
Dai ®e13(0,7,X*) com V()L |U|*
logo a fungiio

8:(LP0,T;X)* —~V§(0,T;X%)
U-o

estd bam definida, sendo imediato verificar
que é linear.

Mostraremos que S é sohrejectiva.

Seja ®ely(0,7;X*). Desejamos exibir
Ue(L"(0,T;X))* tal que S(U)=2®, isto
6, tal que se se[0, 7] entio WaxelX,
S(U)(s)e=00(s)a ou U(u, )= (s)x.

Auntes porém, precisamos definir um certo
tipo de integral, baseado na nogio de Rie-
MANN-STIELTIES.

Se ueC(0.T;X) e ®~V(0,T;X*),
correspondendo a ama partigio D, :0=17,<
<{y<---<ty=T epontos 7,,t,1 L7 Ll
formamos a soma

3(D)= D@ (1) —® (h-]u (=),

v=1
que é um elemento de C. Seja

| D) = max |4, — ],
I=v=n

A prova de que, para uma sequéncia de
partigbes (D;) com |D;|—~0, as somas
¢(D;) tem un limite em C que independe
da sequéneia (D,), é feita de maneira usual.

De facto,

13D —=| D@ (1) — @t ()

v=0

£

2 g 19 (2) — ® (tu) | | (22 [| =

o | P(1,)—D(1,.4)]
LR =2 Iyt [ (s 2

T_o
=1 ]fy—tp_l |3-' T

(1) — D (o) [\
= (2 { ty — tu1 iq_l )

v=1

n 1/p
2 (E [l'"' (=) “p |ty — tyq J) .

=]

Mas ®e V'(0,7T;X*) e t —|lu(t)] 6
continna entio passando limite quando
n—+oco,|D,|—+ 0 teremos

5 (1) —D(r, N2
lim
i

v=1

— V(@)

[ty — ty_q 71

]imng [l (F)]" 120 — tum |=Ju [ (t)]["d ¢,

Dl

logo a série 2 [P (1) — D (t,-1)|u () é abso-
v=0
lutamente convergente e dai convergente e
W T
anotamos seu limite por ’ u(t)dd(t).

Yo
Pela desigualdade estabelecida, teremaos que:

»

[ ’nmm(r}’ 2|V @)
0

AT NP d l!p_‘ V(@)1 u
(jn lu@IFde)" =1V, @l .-

E facil ver que

U:0(0,T;X)-C

u-J;Tu(r)dtb(t)
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é um funcional linear sobre C(0,7;X) de
norma |V7(®)}V7 e, como C(0,T;X) 6
denso em L”(0,7;X) ecom a norma de
L"(0,T;X), ele admite umwa Guica extensia
a um funcional linear sobre L"(0,7;X)
com a mniesma norma, que continnaremos
anotando por U.

Definimos entio para ne L7(0,7;X),

AT
] u(t)d® () por esta extensdo. Assim
7o

estd bem definido

O: L0, T;X) - C

u — J.‘Tu(t)d‘-l’(t)
0

IU(H')|=U:T“(1)d‘I’(i)‘é

2@ | w (|20, 733 -

Provaremos agora que S(U)=®, isto é,
Mee[0, 70 (us,z) =P (8)x, M xeX.

De facto, se s=0=ug,,=0 logo U(ug,.)=
=0=®()ax ji que ®(0)=0 pois Pe
e V§0T; X").

Se s >0, definimos para xre X,

[,0<t<s

Un (t) =

—n(t—s—l)m,sétés——l-
{ n n

|O,3+LétéT.

l_ n
Entio Y neN,u,eC0,7;X) e
AT
J I
0
”-n(t—s—l):ﬂ
n

8 I—
| ua () — tf.,:(!)””dz:‘] +5

dt—+0,n— .

Assim (u,) converge em L7(0,7;.X) para
u,,, ® como Ue(L?(0,7T;X))* temos que
U(un) = U(u,y,z). Mas U(u,) também con-

U ]
verge para ®(s)x, conforme provamos
abaixo, Jogo U(us,.)=P(s)x isto é S(U)==>.
De facto,

U(u,.):j;mu,.(tjdql(t)=J"wd¢(t)+

0
1
+ J:.+;[_ n(t_s_%) w]d‘b(t} X3
& v[‘:LOM(r).

A 3.® parcela 6 zero e

fn mdql(t)zliiltgng[‘l’ () — @ (tyy)]z =

=“l)ilmo[¢(i|)w —P(0)z + () — +o0 —
—Q(th))z + P()x]=C(s)
e dai,

| Uua) — ® (s) | —

J:”%["' (“"':_,,_t)m:ldqj(i)

2 tim S [00) — (]
=1

<

D,
| Dy | -0 «

ey
n\8+——9 |
n |

;
=|lx|| lim O(1,) — (1,
el im  F190) = @)

(+3-1)
‘ns+——7,.
n

1

onde
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o que implica

Oéﬂ(s+i—7,)él
n

i s !

k

<z 1i () — D)l <
_lelllb:}{ogll (t)— @l £

e daf

=

< ||w]|[variaq§o de ® sobre (s,a+ _]_'.)] =0
n
"w—» OO

ou seja lim | U(u,) — ®(s)a|=0.

Provaremos agora que S preserva a
norma, isto é

1 S(T) llvio, 75xm=l Ullz* 0, 7; 3% -

Ora, se Ue(L?(0,7;X))* conforme ji
vimos

I SCU)llvao, r;x9 =1 Pllvsi0, 7; 59 =
[ 90)fls= + | VI(@)" £ || Ullario, v 0 -
Resta-nos mostrar que
| Ullaro.zixns < || S(U)|[vg0, 7;5% -

Seja u,:[0,7] - X funcio simples que
toma valor x, para ¢, <t<LHt,.
Mas

n
DLy, 2, () — w2, ()] = a5, te (o, 4]

r=1

e daf

() = 0, (8) — gy, (0]

v=1

AT n 1, %
> [lml dr=§£_‘|tw»i| dt =

=El|1'»||p“v_tv-11

v=1

| U(u) | =

Z U(u’w ‘v) ™% U{R‘M—I 'zy)

p=]

=

i P ("u)‘rv —® (fv-—l) Ty

=]

<Y lew) — el llall<

pe=1

<(
n 1le
( nz-.-|r‘1u~u-.1) z
pe=1

LV @ luall e

Nk

-1

I ® () — “’f’z;r)i"_)”"

‘ ty — r1;—1 |

I
=

0.7;x)"°

Assim, se ue L"(0,7;X) e u, é escolhida
tal que u, - u na norma de L"(0,7;X)
teremos que

| U@ £ V@1 %l,r g, 2,0
e daf
|
” U'!(I.P(O,T; x)* < l Ve (q))il "=
7 " ‘\5‘(‘ 'UJ “"’3(0. T; X%) -
Concluimos pois que
S:(LP(0,T;X)* - Vi0,T;X%)
U-®
é linear, sobre e preserva a norma, o
gque implica (LP(0,7:;X))* equivalente a
0(0,7;X*) sempre que X 6 um espago

de Banach e -—1—+L=1, l<p<eo.

F q

3 — O espaco dual de L7(0, T;X)

Seja ¥ um espago de Banach tal que toda
funciio de variagiio limitada tenha uma deri-
vada quase sempre.
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Mostraremos que a fungio

L:Vi(0,T;Y)~L?(0,T; Y)

uw—u.
(1) Esta bem definida
(2) Preserva a norma
(3) E linear
(4) E sobrejectiva

(1) L esta bem definida.

Seja ue 5(0,7;Y). Mostraremos que
t - u'(f) é fortemente mensuravel e ¢ —
— ||u/(t)]| pertence a L”(0,T;R).

Consideremos uma sequéncia de conjuntos
finitos de pontos no intervalo [0, 7],
m-6simo conjunto sendo tm,q1,lm,05 %, tn,n

e tais que lim max({.,. vl — tm,») =0 [por

™m = 00
exemplo dividimos o intervalo em 2™ partes
iguais].
Definimos

m u+l) = u(tm v)
tm,.v-i—l =1 tm,v

Un (t) =

em cada intervalo #m,, £t < tm,p41 -
Se t pio é um dos pontos fm,u, fm,, <
<t < tm,s+1 podemos escrever:

t —u(t 1 —1
lla(t)z u( ’W.l-’-lv—l} “( ) < m , y-1 _|__
tm,v-l—] —t tm,.v-H - tm,u
u(tm ;!)_u(t) P —
+ u . . ——
tm‘y -t t-m‘y+1 = tm,l’

= () +o () et = F 4

tm o1 = rm »

+ O F o)) Tz

mv+l tm , 0

H

— u'(t) + o5 (1
onde [[os(1)[| £ [loy ()]l + loa ()], [0y ()]

e ||og(?)|| tendem a zero quando f,, .41 —

—tm,y—= 0. Assim, lim ||un(t)—o' (t)]-=

quase sempre isto é, existe uma sequéncia
de funcdes simples convergindo fortemente
para w' quase sempre, logo u' é fortemente
mensuravel.

Para cada m, u,eL’(0,T;Y) logo
t — ||ua(t)|| pertence a L?(0,T,R) e

'u(fm,p)”p o

|p—l s

S e i 3 Ll

| tmyot1 — Tm,»

P

=" (u) :

|| (1) —u(t,) |
ésu Z T

Pelo Lema de Fatou para funcdes reais,
vem que t — ||u'(t)]| é integravel e

fn’" @l de 2 V? (u)

isto é,
10 s g 29y < V7 (1),
assim L esta bem definida e
| Z(@) ||z @, 7; y=ll &[0, 7; 1)<l 2 [[v* 0, 75 7 -
(2) L preserva a norma,
Pela desigualdade anterior, resta-nos mos-

trar que |[u |y, 7;v) <L || ' [l20, 7 7) -
Iniciaremos definindo

v:[0,T]+Y
¢
t— u(0)4 '(s)d
u (0) jn'u(s) s
e mostrando que v(f)=u(t) Wte[0,T],

para u'e L”(0,7;Y).
Seja fe Y* qualquer. Entdo:

[0, T]-~R
t—-(f,u(l)}
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é quase sempre deriviavel, isto &, existe

—d-<f,u(t)> quase sempre. lle facto,

dt
para os t's tais que existe u'(¢), temos que

o Ry S
}.I-EP0<J’ h o
o ou(tR)—u(l) N :
G B
isto &,

d

4 I P T
a1 <f,!l.(i)> \f! dtu(t)/

Notemos que: t - < f,u(t)> 6é absvlata-
mente continaa, pois se ¢>0 e L,=]a,.B.[
é uma sequéneia de intervalos dois a dois

. - 2 — —E q
disjuntos, definindo 0= ( 7 G >

teremos que:

< fruB)>—<fiu(wm)>| <L
Z N2 w(Ba)—u (2a) || £

; ’ il “\}|P 1e
2171 (2 e ) :

(Z|Bn—aa|)1<e so Z|Bn—aa]|<3.

Dafi
<f,u@®)>=<f.u0)>+

" d
+ — 3 d E—
Jn dt Sl

P
=<f:"(0]>+fol<f,xu(3)>d3=
=< f,v(t)>.

Assim, M fey* o Mte[0,T],

<fru@®>=<f,v()>

logo u=wv, isto é:
@ (0)+f ‘yds= [ u(s)d
u = u U (3 8= w8 8.
: )

Seja agora P uma particio qualquer do
intervalo [0, 7']. Entao

2 (tyg1) — w (ty) =

I"‘v—i—l

u' (s)ds— ’d” u'(s)ds
v v0

£

2 [*Iw @ ide <

"'v+l 1lp 1’”‘” 1- _l_
é(J nu'ts)u”ds) -(/ ds) F
0 0

logo

LI ES AT ( [l (s)ll”ds)"’-

iy

|fv+l_"v| e

Daf para toda participacio P de [0, 7]

e (e —w L i® T
E “ ( -H) H_RH é‘} ” u!(s)”!’ ds,
v=1 I 1 — b E 0

llwilvzo,ms =17 (" <

£ 1@ ller@,ms vy =l L (@) l|er @, 75 1)
(3) L é linear.

Omitiremos tal prova por ser demais
conhecida.

(4) L é sobrejectiva.

Seja ue L”(0,7T; ¥Y). Devemos mostrar
que existe ve V" (0,7;Y) tal que L(v) =
= =u,

Definimos

v(f) = Eu(s)ds, 0LtLT.
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Como wuel”(0,7;Y) temos, por defi-
nigio, que existe uma sequéncia (9,),-, de

fungdes simples tal que (g,) converge forte-
mente para u quase sempre e tal que

T
iim‘} [|@,(8) —u(s)||ds=0.
n—. 00 0

Mas

“-::Iv(t+h)—v(*)|-ﬂ(t) =

%D:“u(x)ds—j:u(a)ds]_u(z) z
é“%[f“(u(s)w,.(s»ds—

~ [ —g @]+

“—[.f JEXCLEE Io ?u(s)ds]-

—9,(2)

+ e, () —w()ll <

+h
() ~ o, (s)||dsf +

+h
le, () —9,@) 3|+
lle, (@) —u(t)|.

Ora, ("?THT’GL(OQ T;Y)¥n, logo a
fongdo s — [|u(s) — ¢,(s)|| pertence a
L(0,T;R) e daf

i g | w4tk d
Jut(l=of llast =wiglidai=
—lle. ()~ v
e
1 t+h
lim |- [ eu()—s,@l|ds || =0

quase sempre em [0, S],

Agora,

TI[v{t + h)-v(f)]—u(f)

<2(|u(t) — e, ()| + o(#)

onde o(k) - () e ecomo o .nembro esquerdo
h—0

independente de = e pelo facto de ¢, —u
fortemente temos que M e>0,3n.tqg se
n X n, entio || (1) — ¢, (¢)|| < e, para quase
todo ¢.

Assim, tumando o limite quando 2 -0,
vem que

tim [v LR v(t)] 1

h—=0 h

para quase toda te[0,7] e pela continui-
dade da norma temos que existe v'(f) e
v/ (t)=u(t) para quase todo te[0,T].
Seja agora P uma parti¢do qualquer do
intervalo (0, 7].
Entao

1o (ten) — v () n—” ) ds
< ( NG u(s)u"ds)""-
(J:‘Hl ds)‘_%': | to41 — fvll_

. (J"*‘ | (s) ||’da) .
Dai

[|v(tyeq) — 13('.«”1 v (J +l||u(s)]|'°d8)

I P

1

| fv+l — t.-
logo

"2” 1o (t,0q) — v (2, ‘\ll

ya1 “-'+l Sy fl"l

4} lut)Pds
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e como P ¢é qualquer particio de [0, 7]
temos

sup g [v(t41) — ()" &
e ty |7

& .j; lu@)| ds=|u [P

portanto ve V3(0,7;Y) pois v(0)=0 e
Lv)=u.

Por (1), (2), (3) e (4) temos que V5(0,7,Y)
é equivalente a L7(C,7;Y).

Assim se X é um espago de Banach tal
que X* satisfaz a condi¢io de que toda
funcio de varia¢io limitada tenha uma deri-
vada quase sempre, teremos que

(L7 (0, T; X))* = L7 (0, T;X*).

Opservagio: Seja I7 um espago de Hilbert

com o produto interno anotado por < |>g.
Entio a funciio:

<|>:L2(0,T;H) 12(0,T; H) - C

(u,n)#jt"r<u(olv(t>>adt

define um produto interno em 12(0,7; H)
que nos da

|ruuﬂ=ju”||u(c)u2dz.

Assim L2(0,7; H) é um espugo de Hilbert,
logo reflexivo. Segundo [3], Teorema 7. 1,
o dual de 7, II* satisfaz a condigiio exigida
no § 1. Dai, teremos por exemplo para os

espacos ' de Sobolev que

(LP(0, T; B )*=L'(0, T; H™).
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