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Sobre sistemas-m e anélogos em semi-anéis

por A. J. Anlunes Monleiro
Lisboa

1. Sistemas-m e sistemas-p

Tome-se um conjunto X, parte de um
semi-anel & e ponha-se, para cada par
(a,0)e6><6G, U ,(X) = |reX|axzbeX|.
Entio, suposto g M &, M seri nm
gistema-m se e 86 se, tomados a,be M, for
sempre Q, ,(M)=+<¢; e seri P==¢ um
sistema-p se o 86 se, tomado ae P, for

Qa,a(P)F9.

Prorosigio 1: Se X & é um subsemi-
grupo de (&, +), o mesmo acontece a §1,,,(X),
quaisquer que sejam a.be&. Com efeito,
tomados z,ye, ,(X),de axb,aybeX
conclui-se que a(z + y)b =axb +aybeX
e, portanto, que =+ ye %, ;(X).

Prorosigio 2: Supesto M um sistema-m,
Q,,n (M) é um sistema-m, quaisquer que sejam
a,beS. Analogamente, se P é um sistema-p ,
Q,..(P) é um sistema-p. Demonstraremos
apenas a primeira afirmagio. Sejam x,ye
e, s(M). De axbd, aybe B, conclui-se
que, para algum ze@, se tem (axb)z(ayb)e M.
Mas (axb)z(ayb) =a(xbzay)b, pelo que
x(bza)yeN,, (M), o que demonstra a afir-
macgdo. [Nota: a proposigio é valida, mesmo
que o sisiema-m ou o sistema-p se suponham

vazios, porque entdo 2, ,(9)=0.,.(¢)=4d].

OBSERVAGOES: ) Se az=¢ é um ideal
de &, e se aeqa (ou se bea), tem-se
nl,b(ﬂ)=’6-

ii) O ideal a é semi-primo se e s6 se
aean eoquivale a Q. .(a)=&. De modo

analogo, a é primo se e 86 ge 1 ,(a) =&
equivale a aea on bea. A este respeito,
veja-se [1].

#i) Se X ¢ um subsemigrupo de (&, ),
vale a inclusdo: XC [ Qa,»(X).

a,baX

iv) Se designarmos por Xy o conjunto
dos produtos de trés elementos de X, vemos
gque a inclusio X3C X é equivalente & in-
clusio XS [ a,:(X).

a,be X

2. Sistemas-r e sistemas-l

Diremos AC & um sistema-r, quando,
tomado ae A, existir ze S tal que axe A.
K diremos BC & um sistema-l, quando,
tomado be B, existir xe & tul que xbe B.
O conjunto vazio é sistema-r e sistema-l .

Dados agora a,be &, definem-se R, (X)
e L,(X), para cada XS &, pelas igual-
dades seguintes :

Ry(X)=|reG|axe X|,
Liy(X)=|zreS|x be X|.

Entio, supondo ¢4 S, A sera um
sistema-r, se e s se, para cada ae 4, for
R.(A)s£¢; e seri B¢, (BCS), um

sistema-l, se e s se, para cada be B, for

Ly,(B)s=¢.

OBSERVAQOES: 1) Se r=t¢ é um ideal

direito de &, tem-se, para qualquer aer,
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R,(t)=6; e,5e e=~=¢ &é um ideal esquerdo,
para qualquer bee, 6 L,(e) = G.

it) Todo o sistema-p e, portanto, todo o
sistema-mn, & sistema r e sistema-l.

it7) Afirmar que . & fechado para o pro-
duto é equivalente a escrever A C (1] B.(4).

asd

Prorosigio 3: Se X C & ¢é um subsemi-
grupo de (&, +), o mesmo sucede com R, (X)
e Ly(X), quaisquer que sejam a,beS.

Valem, também, as seguintes proposigdes,
de demonstracio imediata :

Proposigio 4: Supostos A um sistema-r
e B um sistema-l, R.(A) e Ly(B) sdo, res-
pectivamente, sistema-r e sistema-l, quaisquer
que sejam a,be@.

Prourosigio 5: Todo o conjunto unido de
sistemas-r (resp.: sistemas-l) é um sistema-r
(resp. : sistema-l).

Prorosi¢gio 6: Suponham-se a wum ideal
e A um sistema-vr, tais que aA =¢.
Eatdo, entre os ideais de G que contém a
e 3do disjuntos de A, existe um ideal maxi-
mal e, e entre 08 sistemas-r que contém A e
sdo digjuntos de a, existe um sistema-r ma-
ximal. A demonstragio reduz-se a aplicagdes
simples do lema de Zorn.

3. |deais fortes

B sabido, da teoria geral dos semi-anéis
(veja-se [1]), que, suposto ¥ um ideal semi-
-primo, é aex se e s6 se aBG Cx; e que,
se L for o radical de Levitzki de um semi-
-anel, ae L é equivalente a aG C L.

Para uma sistematizagio de tais situacdes,
introduziremos as delini¢dDes seguintes :

Um ideal q do semi-anel & chamar-se-a
ideal-forte-d (resp. : forte-e) quando aeqa for

equivalente a aG < q (resp.: Ga<a); a
dir-se.a forte-b quando aeaq for equiva-
lentea a6 Ca e GaSa; finalmente, a
serda um ideal forle quando for simultanea-
mente forte-d e forte-e.

OBsExvagio: As definigdes acabadas de
dar transpdem-se para anéis, com o seu con-
ceito habitual de ideal.

Proposigio T: O ideal a é um ideal forte
se e 56 se aeq for equivalente a GaG Ca.
De facto, se a 6 um ideal forte, de Ga S Ca
conclui-se que, para qualquer se &, é
saBGca, donde, sucessivamente, saeaq,
para qualquer s pertencentea &, Ga<a,
aea. Reciprocamente, se a for tal que de
GaBG Cqa se conclua aea, de Gac<qa ou
a®Gca conclui-se que GaBG Cqa e, por-
tanto, que aeq.

CoroLARIO: Todo o ideal primo é um
ideal forte. A este propésito, veja-se, de
novo, [1].

OBsERVAGOES: ¢) Além dos exemplos
que precedem as definicdes anteriores, de-
vemos notar que, num semi-anel com identi-
dade, todo o ideal é forte-d, forte-e, forte e
forte-b.

i) Seguindo as notagdes de [1], vemos
que o ideal q é forte-d se e s6 se (a:S)u=q.

#2i) Todo o ideal que seja intersecgio de
ideais fortes-d é ainda forte-d. O mesmo para
fortes-e, ste.

iv) Se A é um sistema-r e a um ideal
tal que ANa=¢, temos aC(a:8). < C(4),
em que ('(A) designa o conjunto comple-
mentar de A em &.

v) No que se segue, consideraremos ape-
nas ideais-fortes-d. Os outros casos podem
estudar-se paralelamente.

Prorosigio 8: Se aq € um ideal de G,
C(a) é wn sistema-r quando a for um ideal
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forte-d. E também: o complementar de um
sistema-t, suposto um ideal, é um ideal forte d.

Prorosigio 9: Seja ¢: 6 - & um epi-
morfismo de semi-anéix e q' um ideal forte-d
de &'. Entio, ¢~1(a') # um ideal forte-d de
& . Com efeito, de a® <9~ !(a’) conclui-se
que ¢(a)G’ =¢(a)p(G)< a’. Mas entio, por
hipotese, o(a)en’ e aep!(a’).

Prorosigho 10: Sejam & e &' anéis e
9:6 = & um epimorfismo de anéis. Hi uma
correspondéncia bijectiva entre os ideais for-
tessd de & que contém Kerg e os ideais
fortes-d de &'. Na verdade, se g for um
ideal forte-d de &, que contenha Kerg,
supondo @’ = g(a)e @' tal que o' G’ S olq),
vemos que, para todo o se@, se tem
p(as)en(a); donde, uma vez que a2 Kerg,
aseqa, qualquer que seja se&. Muas isto
significa que aG < a e, por hLipGtese, que
aeq. Finalmente, a’ep(a). A demonstra-
¢io da parte inversa é analoga a4 da propo-
sicio anterior.

Prorosi¢gio 11: Seja q um ideal do anel

U o elementio zero de

A. Designando por
%, podemos afirmar que q é ideal forte-d

de A se e 86 se ((6):%) = (V). Esta
d

afirmaciio é consequéncia imediata das defi-
ni¢gdes dadas.

Prorosigio 12: Se 2 é um anel tal que
A2 = A, oideal ((0): WAy € um ideal forte-d.
Suponha-se aA S ((0): Ay. Entio, a2 =
=a A =(0), consequentemente a € ((V): A)a.

CorvorLikio: Se A é wm anel tal que

A? = A, temos ((6}:?U)}2-IT)) = (0).
- d d

Trata-se de uma consequéncia imediata das

proposigdes 11 e 12, acima,

4. Semi-anéis-;, @ semi-anéis-g,

O semi-anel & diz-se um semi.anel-p,

quando verifica a condi¢do-p, , que se enuncia
da segninte forma: suposte g==A wm sis-
tema-r, toda a familia de ideais disjuntos de
A contém um ideal maximal,

Proposigio 13: Um semi-anel-g, verifica
a condigio de cardeia ascendente para os sub-
ideais de um ideal forte-d diferente de &.
Tomwem-se um ideal forte-d a=+ & e uma
cadeia Sy S:--<@a,S--- de subideais
de q. Uma vez que ¢+ A=C(a) 6 um
sistema-r e que os ; siv disjuntos de 4,
existe um q; maximal.

O semi-anel & diz-se um semi-anel-p,
quando verifica a condigto-g,, cujo enunciado
é 0 que se segue: suposto A =+G wum sis-
tema-r, toda a familia de ideais dizjunios de
A contéin um ideal minimal,

Prorosigio 14:
a condigio de cadeia descendente para os sub-
idears de wm ideal forte-d »do vazio. Tomem-se
um ideal forte-d a-%~¢, e uma cadeia
2032+ 2Qu2 -+, de subideais de a.
Uma vez que &+ A = C(a) é um sistema-r
e que os q; sdo disjuntos de A, existe um
a: minimal.

Um semi-anel-p, verifica
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