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Sobre o problema de caminhos de comprimento
minimo em grafos

Nota acerca do algoritmo de Dijkstra

por J. A. Malalo de Sousa

Depar de Mat

Resumo

Neste artigo sio analisadas algumas ver-
sdes do algoritmo de DuKsTRA, para a
determinagio do caminho de comprimento
minimo entre dois vértices de um grafo, e
proposta uma outra.

Résumé

Dans cet article on analyse quelques ver-
sions de D’algorithme de DwksTrA, pour le
probléme du plus court chemin entre deux
sommets d'un graphe, et on propose une
autre.

Summeary

In this paper some versions of the
DiyksTRA’s algorithm are analised in order
to find, in a graph, the shortest parth bet-
ween two nodes, and a proposal of another
one is presented.

1. Comecemos por definir os conceitos
basicos utilisados ao longo do texto.

Um grafo G = (X, U) é o par constituido
por um conjunto X = |xy,a2,:--,2,] de
elementos, usualmente denominados nodos
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ou vértices do grafo, e por uma famfilia
U=juy,us,+++,u,| de elementos do pro-
duto cartesiano

XXX =|(zi,x;) | 0 X, ;e X].

Uma outra maneira de representar o grafo
é a seguinte :

Seja I' uma correspondéncia multivoca
de X em X, definida para todo o x;e X
do seguinte modo :

T (@) = | (25, @jp s -+ s @)

em que (x:,a;), (®i,x;), -, (x:,x;) sio
elementos de X >< X. Entio o grafo
G=(X, U) pode representar-se também por
G=(X,T). Se oselementos (z;,x;)e X><X
constituem pares ordenados, sio chamados
arcos do grafo e este é dito orientado ou di-
rigido ; caso contrario, esses pares sio deno-
minados arestas ou lados e o grafo é dito
ndo orientado. A fawflia das arestas é repre-
sentada por E = |e;,es,:-.,e,| © o grafo
G=(X,E) é denominado multigrafo. Po-
demos sempre considerar um multigrafo como
um grafo orientado. Para tal basta considerar
que cada aresta entre os vértices x; e x; se
pode «desdobrar» em dois arcos do tipo
(@i,2) o (2,2).

Num arco (wx:,%;), o vértice x; é cha-
mado extremidade ou vértice inicial e x;
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extremidade ou vértice final. Um arco da
forma (z;,a;) é denominado lacete.

Um p-grafo é aquele em que um elemento
(z:,x;)e X< X aparece quanto muito p ve-
zes. Ao niimero de vértices de um grafo
chamaremos ordem do grafo.

Dois arcos (arestas) sio ditos adjacentes
s tdm pelo menos uma extremidade em
comum. Se um vértice & 6 extremidade ini-
cial (final) de um arco w, diremos que o
arco u 6 tncidente em x em direcgcio ao
exterior (interior). Para arestas, diremos
apenas que a aresta é incidente no vértice x.

A uma sequénecia p = (uy,us, .-+ ,u;) de
arcos de G tal que cada arco da sequéncia
tenha uma extremidade comum com o arco
seguinte, chamaremos cadeia. Uma cadeia
que passa uma s6 vez por um mesmo vértice
é dita elementar; uma cadeia & simples se
nio utiliza duas vezes o mesmo arco. Ca-
minho 6 uma cadeia p de um tipo particular
onde para todo o arco u; com z<k, a
extremidade final de u; coincide com a extre-
midade inicial de u;,. Torna-se evidente
que em multigrafos os conceitos de cadeia
e caminho coincidem. Ciclo é uma cadeia p
tal que:

1.° o mesmo arco nio figure duas vezes
na sequéncia;

2.° o8 dois vértices das extremidades da
cadeia coincidam.

Circuito é um ciclo orientado, ou seja,
para todo o i<k, a extremidade terminal
(ou final) de u; coincide com a extremidade
inicial de w;yq.

Fecho transitivo de um vértice de um grafo
é o sub.conjunto de vértices do grafo que se
podem atingir a partir do vértice dado, por
um caminho de comprimento yunalquer :

P'(z) = |z UT jzfUT? j2f U - -«

Por grafo conexro entendemos aquele em

que para todo o par de vértices x; e a; dis-
tintos, existe sempre uma cadeia que os liga.
Num grafo G = (X, U), chamamos raeiz a
um vértice & tal que exista um caminho de
ax para todos os restantes vértices do grafo.

Uma drvore 6 um grafo conexo e sem
ciclos. Chamaremos arborescéncia a uma ar-
vore munida de uma raiz.

Denominaremos distAncia entre dois vér-
tices ligados por um arco, a funcio a defi-
nida no conjunto dos arcos do grafo sobre
o conjunto dos nimeros reais nio negativos.
Assim a(r;,x;) representara o valor da dis-
tincia entre os vértices x; e x;.

2. Partindo do conhecimento dos con-
ceitos acabados de definir, poderemos enun-
ciar o problema em questio, do seguinte
modo :

Dado um 1 —grafo G = (X, U) conexo,
definida uma fungio distincia entre dois vér-
tices do grafo ligados por um arco, deter-
minar o valor e o caminho de «comprimento
minimo» entre dois determinados vértices x;
(inicial) e @ (final). Uma condigdo necessa-
ria e soficiente para que tal caminho exista
é a seguinte :

O vértice xp tera que pertencer ao fecho
transitivo do vértice ;.

3. Dos varios algoritmos conhecidos da
literatura, descrevemos o mais eficiente, do
ponto de vista computacional, da autoria de
E. W. DuksTtra [L].

Analisemos a forma como em cada iteragio
se procede & determinagiio do vértice e do
arco (aresta) a seleccionar no grafo, para
formac¢io do caminho (cadeia) de compri-
mento minimo. Para tal, os vértices serio
subdivididos em trés conjuntos:

— Conjunto A — dos vértices para os quais
o caminho minimo a partir de x; é ja conhe-
cido (em cada iteracio um novo vértice é
adicionado a (transferido para) este conjunto).
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— Conjunto B — dos vértices de onde o
proéximo vértice a ser adicionado ao con-
junto A, sera seleccionado; este conjunto
contém todos os vértices que estio ligados
pelo menos a um vértice do conjunto 4, mas
que ainda nd@o pertencem a 4,

— Conjunto C' — dos restantes vértices.

Por seu lado, os arcos (urestas) também
estario subdivididos em trés conjuntos:

— Conjunto 7 — dos arcos que formam os
caminhos mais curtos de x; para os res-
pectivos vértices do conjunto A.

— Conjuntos JI — dos arcos donde vai ser
seleccionado o préximo a transferir para o
conjunto /; um e um s6 arco deste conjunto
ligara um vértice de A a um vértice de B.

— Conjuntos /I — dos restantes arcos.

A partida todos os vértices pertencem ao
conjunto C e todos os arcos ao conjuntos I71,

Iniciaremos o processo de calculo trans-
ferindo o vértice x; para A e aplicando
consecutiva e repetidamente os seguintes
passos :

Passo 1 — Consideremos todos os arcos r
que ligam directamente o vértice acabado de
transferir para o conjunto A4, com vér-
tices P nos conjuntos B ou C. Entio:

a) Se o vértice P pertence ao conjunto
C, ele sera transferido para o conjunto B
e o correspondente arco r transferido para
o conjunto /1.

b) Se o vértice P pertence ao conjunto
B, vejamos se a utilizagio do arco r con-
duz a um caminho de comprimento menor
entre @y @ P do que o conhecido até i data
que utiliza o correspondente arco do feon-
junto II. Em caso afirmativo, o arco r
substitui aquele em JI. Caso contrario,
o arco r é rejeitado.

Pagsso 2 — Cada vériice em B pode
ligar-se com o vértice x; de uma 86 maneira,
8@ nos restringirmos apenas aos arcos do

conjunto I e a um itnico do conjunto JI.
Assim, existirio sempre caminhos de x; para
os vértices do conjunto B, com determi-
nados valores-comprimento. Transferimos o
vértice de B que determina o valor minimo
para o conjunto A, passando do conjunto I7
para o conjunto I o correspondente arco.
Voltamos novamente ao Passo 1 e repetimos
o processo até o vértice final xp ser trans-
ferido para o conjunto 4. Entio o caminho
procurado é determinado pela sucessio ou
dos vértices (pertencentes ao conjunto I),
considerados de @y para X;, ou dos arcos
(pertencentes ao conjunto A).

3. Por razdes de caracter computacional,
Drevrus [2] apresenta do mesmo algoritmo
outra versio.

Assinala os vértices a; do grafo com
rétulos, que poderdo ser do tipo [x;, d (z)](}),
definitivos oun provisérios, consoante o va-
lor do ré6tulo representa ou nio o valor
do caminho de comprimento minimo de
para ;.

Inicialmente, rotula o vértice x; com o
rétulo definitivo [— ,0] e todos os restantes
com o rétulo provisério [— ,e0](2).

Entiao, compara, um por um, o valor de
cada rétulo, excepciio feita para o vértice xy,
com o valor obtido através da soma do valor
do rétulo do vértice x; (igual a 0) com a
distincia directa de x; ao vértice em questio.
Sendo N o nimero de vértices do grafo,
o conjunto dos valores dos N —1 rétulos
provisorios admitira um minime. Seja k o
vértice cujo rétulo tem valor minimo. Declara
entio esse rotulo definitivo. Seguidamente,
para cada um dos restantes N —2 rétulos
provisérios, compara o seu valor com o do

(') =; representa o vértice que precede z; no ca-
minho de =, para x,; d(r) representa o valor
(comprimento) do caminho de x; para x;, denomi-
nado valor do rétulo.

(*) O sinal oo significa que ainda nio foi deter-
minado nenhum camioho de =; até esse vértice.
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r6otulo de k declarado definitivo adicionado
a distincia directa deste vértice ao vértice
em analise. O menor destes dois valores sera
o valor do novo rétulo provisério.

De forma analoga & descrita, determina o
minimo dos valores dos N—2 rétulos pro-
visérios e declara definitivo o rétulo cujo
valor é minimo, o qual se toma como base
para nova transformagio dos N — 3 rétulos
provisérios. Ao fim de quanto muito N —1
iteragdes, o r6tulo do vértice xy sera defini-
tivo, terminando o algoritmo, e determinando
0 (s) caminho(s) de comprimento minimo :

a) Pela sucessio dos vértices indicados
na 1.* parte dos rétules, partindo de xp até
atingir x;; ou

b) Pela sucessio dos arcos para os quais
se verifica

3.1  d(x)=d(x)—a(z,=z)

com 1Li,j =N e i=j, tomando inicial-
mente ¢=F e terminando quando j =1I.

4. Obtém-se, de facto, por esta dltima
via, 3. ), todos os caminhos de comprimento
minimo entre os dois vértices considerados
como infcio e fim do eaminho, x; e wr. No
entanto o mesmo resultado ja nio é obtido
quando se aplica a versdo original do algo-
ritmo ou aquela que ¢ indicada em 3. a), ou
ainda a descrita por PricE [3]. Demons-
tra-se esta afirmagio resolvendo o problema
indicado na Fig. 1, para ambas as versdes.

Fig. 1

Os quadros I e II representados nas Figs. 2
e 3 fornecem as solucdes obtidas.

5. DBaseados no algoritmo de DisksTrA
tal como & descrito por DreYFUS e Pricg,
propomos esta outra versio, por forma a
obter todos os caminhos de comprimento
minimo entre x; e xp, tendo em atencio a
via indicada em 3. a).

Antes de iniciarmos propriamente a des-
crigio do algoritmo comecemos por expli-
citar o significado de alguns simbolos nele
contido :

l — indicador da ordem da
corrente ;

K; — vértices que em cada iteraciio ficam
assinalados com rétulos definitivos;

7 — indices desses vértices, que satis-

fazem a expressio (. 1).

q®) — ndmero de rétulos que assinalam o
vértice «,, satisfazendo as expres-
sdes (9.2) e (b.3) na iteragio de
ordem [;

S — nimero de rétulos que assinalam o
vértice z, satisfazendo a expressio
(5. 4) na iteragio de ordem [;

T — nimero total de rétulos apostos ao
vértice x,, na iteragido de ordem I.

iteragio

Descricgo do algoritmo

Passo 0 — Assinalemos ; com o rétulo
definitivo [—,0] e todos os restantes vér-
tices a; com rotulos provisérios [— ,eo].
Seja P o conjunto de vértices x, que tém
rotulos provisoérios.

@Facamos K = Klmaa:; © prossigamos
directamente com o Passo 2.
Passo 1. Determinemos os vértices K"

com e N e tal que 1 ZiLZN—1 por
forma a que:

(5. 1) d (&) = Min [d ()],
zge P
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QUADRO I

Resolucéo segundo a versio de DugsTRA [1]

X7 3Ty X5, T

(x4, 27) 5 (23, 76) y (22, 75)
(I‘r 1 2’}'}

A B C I I 11
Inicio XT3, T3yL4 (zr,x3) 1 (zr, 3)
i Tap Tty (@7, @4) , (%2, 23)
Tp bl il
(23, 24) ) (74, T5)
1.1 x7 X3, X3 a5, T (zr,22) (o1, x3)
@ | @, rpeiad) (@3, 26) 5 (@4, 71)
(2 y 5) (x'l x7)
2.1 Tr, T2 L3, T4 L5,y Tp (7, x4) (zry 73) 4 (21, 24) (x5, 2p) , (%6, ®F)
SR (1, z6)
1.2 X, Xy Xy, Ty Tg )T (zr, 3) (xryx3) 4 (21, Z4)
x5 T (x2, x5)
2.2 Ty Ty 4T3 Ty,%Ts Tgy T7 (1, x2) , (z1, 73) (1, x4) y (2 5)
Tp |
1.3 Ty Tg, Xy Ty, Ts zr,xp | (zry22), (21, 23) (zrs 24) 4 (2, 5)
xg (3, %)
2.3 | xrymp, w3, ® | x5, xr 2 | (2ry®2), (21, %) 5 (2, 24) | (%, 25) , (23, %6)
1.4 | zp, 25, 23,24 | 5,% @y (1) x2), (2, 23) (21, 24) | (w2 ,75) , (23, 6)
x7 (T4, 11)
2.4 Tf, T3, T3, T4 | T5,Tg E (zr, 22) 5 (21, 23) , (27, %4) | (x2,25) » (23, T6)
xq (z4,27)
1.5 | ® @y a3,% | *5,%s (27 22) , (%74 23) (2, 20 | (22,25}, (23, %)
7 | xp (x4, 1) (7, xp)
2.5 Ly Ty, Ty, Ty x5, Ty (zryx2) 5 (2ry29) 5 (215 24)
®7, Tg (4, x7) (x5, %)
1.6 Xy, Ty Ty, @y | X5, Tp (zryx2), (®ry 73) 5 (2, 24) | (22, 25) , (27, )
L7, % (J’llx?}v(z»!:zl}
2.6 TpyX3,X3,%y Ty (xpy@2) 5 (ryx3) s (2ryzy) | (27, %F)
X7, Tgy s (x4 %1) (%3, 5) , (22, Ts5)
LT | 2,2, 75,2 | 2 (21, ®2) 5 (@7, 23) y (%1, 24) | (27, 2F)
73Ty X5 (245 x7) y (23, 76), (X2, 25)
2.7 Lpy Ty X3 .3y (rryxa) , (2r, x3), (2r, T4)

Fig. 2

Solugdio obtida: [(x;, =), (x4, x7), (27,25)] com o valor total de 7 unidades.
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QUADRO 1I (3)
Resolugio segundo DrEYFUS [2] (via indicada em 3. a) e PricE [3]
@y 3 3 ) x5 x4 g @
{~a0:0] 1 f=yrel [—yee] [= ym] [—»yee] [—s0e] [—see] [—e]
[t 2 ]| Cora8) | o) | [=eo) | [=yo0) | (=] | (=)o)
[2r,8] [zr,4] [2,6] [—»ee] [—e°] [~ o0]
[514] [22,6] [23,5] [—s0e] [—se]
: [#,6] [m5,5 ] [24,5] (= 00]
: [#,6] [21,7] _
| [fer2]
] : Fig. 3

Solugdo obtida: [(z7,4), (x4, 1), (x1,2¢)] com o valor total de 7 unidades.

fconsiderando-se o8 vértices I{f” com rétulos
.definitivos,

Se algum K ==, o algoritmo termina,

e os caminhos de comprimento minimo sio
‘determinados «caminhando» de =y para a,
atendendo & sucessio dos vértices conside-
rados na 1.* parte dos roétulos e tomando em
linha de conta todas as alternativas.

Passo 2 — Consideremos de per si, todos

os vértices x, que estiio directamente ligados
por um arco aos vértices K!?; se nio exis-
tirem tais vértices x,, entdo facamos K9=

= K!" e procuremos os vértices x,6 P

que estejam directamente ligados aos K",
Se tais vértices nao existirem, repetimos o
processo até encontrarmos um K!” que
esteja ligado a, pelo menos, um vértice
x,6 P. Entio, dar-se-4 um dos trés casos
seguintes :

1.° Caso — Se, para cada K

(5.2) di(zp)= d(Kiw) + a(KP ,z,) < d(y)

(3) No quadro, as entradas assinaladas a duplo
traco imdicam o vértice e o rétulo que nessa iteragio
foi considerado definitivo.
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entio o novo valor do rétalo do véritce =z,
Bera

(5. 3) d(y) = Min [di(a,)]

e atribuamos novos rétulos, em nimero de
99 (com g £7) ao vértice x,(%).

o

2.° Caso — Se, para cada K.’ se tem

(6.4) di(z,)=d(EK")+a (KD, zp)=d(,)

entio sejam f{) o nimero de rétulos que
verificam (5.4). Ha no entanto a juntar a
este quantitativo o nimero de rétulos que o
vértice em consideragio tinha na iteragio
anterior 737V,

Entio, o vértice z, ficarda com 7 =
— Tf") +j',§" rétulos.

3.° Caso — Se, para cada K"

(5.5) di(w,) = d(K") + a(KL,2,) > d(xp)

entio nenhuma alteragio é feita nos rétulos
do vértice counsiderado.

Depois de todos os vértices x,e P directa-
mente ligados com os K terem sido con-
siderados, retornamos ao Passo 1 e damos
infcio 2 nova iteracio.

A demonstragio da convergénecia desta
versio do algoritmo de DiJKSTRA, é a mesma
da apresentada por DrREYFUS e PRICE.

6. Para uma melhor compreensio deste
processo de calculo, descrevemos pormeno-
rizadamente a resolugio do problema apre-
sentado em 4. na Fig. 1.

(4) Os gl rdtulos provisdrios sfo do tipo [K}",
d(x,)] e tanto quantos os novos AY determinados
nessa iteragio, verificando a expressio (3.1).

1.% Iteragdo — 1l =1.

Passo 0 — Vértice x; assinalado com o
r6tulo definitivo [—,0] e todos os restantes
vértices com rétulos provisérios [— ,co].

P= I-’l‘:ga'-‘a;ﬂ,-"-'ss?-'e,@'hwri
KO = kP =z,

d(z;) =0
Passo 2
— Vértice x3

dy (x2) = d () + a(z, %) =0+ 2 =
=2<d(xs) (1.° caso)
P =1;TMN=1.

— Vértice a3

dy(x3) =d(x;) + a(z;,23) =0+ 3 =
=3<d(xs) (1.° caso)
P =1;TMN=1.

Vértice xy

di(x) = d(x)) + a(x,2) =0+ 4=
=4 <d(x;) (1.° caso)
P=1;TM =1.

Fig. 4
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2.° Iteraglo — 1 =2,
Passo 1

P=!33,Ia,1;,1'5,w5,37,mp[

d(K®) = MIN [d (x3), d (x3) , d (x4)

d(xs) , d (x6) , d (1) , d (xF)]
=MIN[2,3,4,0,00,00,00]

5}

-—

A(KP)=d(KP) =2 - K =uzs.

Ao vértice xy & atribuido o rétulo definitive
[=,2].

Passo 2
— Vértice a3

dy(xs) =d(x3) + a(x2,23) =2+ 1=
=3 =d(x3) (2.° caso)

f=1; TP=1; TP =T + fP=1+1=2.
— Vértice a5

dy(as) = d(x2) + a(z2,25) =2+ 4=
=6 <d(xs) (1.° caso)

o =1; 7 =1

[:cI ,2] x, 4 ;® [ch,GJ
1
[x‘]: ’3]
[xz '3]
Fig. 5

3.° Iteragdo — l=3.
Passo 1

P=|33$Ti93"5!¢613‘1vzi'1

d(K®) = MIN[d (a3), d (x4) , d (3),
= d (@), d (1), d (F)]
= MIN[3,4,6,0c,00,00]
=3

d(E®) =ad(KP) =8 - KP=ua5.

Ao vértice a3 sido atribuidos os rétulos de-
finitivos [x,,3] e [xa2,3].

Passo 2

— Vértice ay

dg(.’r.;) = d(-‘ra) + a(z's,w;)= 34+1=
=4 =d(xs) (2.° caso)
f(s) 1; T(l) T@)

=141=2,

1; TP= T 4 f =

— Vértice

d‘(z's) - d(.?:a) 4 a(.r;,.’rg) =34+2=
= b < d(zs) (L.° caso)
¢ =1;7 =1.

[ ’3] e

[x;03

@ [x,,5]

[*;04]
[*304]
Fig. 6
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4.° Iteragdo —l = 4. Aos vértices xs e a7 sio atribuidos res-
pectivamente os rétulos definitivos [x3,5] e

Passo 1 [xs,5].

P = |y, a5, x6, 7, TF)
d(K®) = MIN [d (), d (xs5) , d (@6) ,
d (1), d(zr)]
= MIN[4,6,5,c0,e0]
=4
d(K®) = d(K") =4 » K =x;.

Ao vértice x; sio atribuidos os rétulos
definitivos [z;,4] e [x3,4].

Passo 2
— Vértice a7

di(xr)=d(xs) +a(xs,xr) =4+ 1=
=b<d(x7) (1.°caso)

¢=1;7" =1
[xp 4] [x, 5]
[x;,4]
Fig. 7

5.2 Iteragdo —l =5
Passo 1

P = |xs, 25,27, 25|
d (K{”) =MIN [d (xs5),, d (25) , d (1) ,d (xF)]
=MIN[6,5,5,ce]
=5
d(K®) = d(KEP) =d(KE) =5 - EP =z
e
K =z

Passo 2

— Vértice s

dy (xs) =d(xe) + a(xs,25) =D+ 1=
=6=d(xs) (2.° caso)
=T =T =T m=1;
TP =T+ =1+1=2,

— Vértice xp
d;(.’vp) =d (:C'ﬁ) + a(.rs 3 a.';.-) =H5+3 =
=8 <d(xr) (1.° caso)

dy(xp)=d(x7) + a(xr,2r) =542 =
=T < d(xr) (1.° caso).

O novo valor do rétulo do vértice a7 sera:

d (ax5) = MIN [dy () . da (2F)]
= MIN[8,7]
-7

¢ =1;TP =1
[=;.6]

[xs’ 6]

Fig. 8






