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“Seis é um numero perfeito em si mesmo, e nio porque Deus criou o
mundo em seis dias, na verdade o contrario é que é verdadeiro. Deus criou
o mundo em seis dias porque este nimero ¢ perfeito, e continuaria a ser
perfeito, mesmo que o trabalho desses seis dias nio existisse.”

Santo Agostinho (354-430) em “A Cidade de Deus”

H oje vamos falar de nimeros deficientes, abundan-
tes, perfeitos, e também de niimeros amigos. A his-
téria que pretendemos contar comega ha cerca de 2500
anos. Alguns problemas formulados nessa altura per-
manecem ainda hoje em aberto. Ndo parece existir ne-
nhuma aplica¢do prética para o tipo de problemas arit-
méticos que iremos discutir. Qual terd sido a razdo que
levou a formulagédo inicial destes problemas? Serd que
devemos ainda ocupar-nos deste tipo de questdes? Nao é
facil decidir se um dado problema matematico é mais ou
menos interessante do que outro.

O matemdtico Enrico Bombieri, especialista em Teo-
ria de Ntimeros e tinico medalha Fields italiano, afirmou:

“Existem diversos problemas antigos em aritmé-
tica cujo interesse é praticamente nulo, por exem-
plo, a existéncia de nimeros perfeitos impares,
problemas envolvendo a iteragdo de fung¢ées nu-
méricas, a existéncia de infinitos primos de Fer-
mat 22" +1, etc.”

Por outro lado, o matemético Carl Pomeran-
ce defende que os ndmeros perfeitos, niimeros ami-
gos e outros conceitos do mesmo tipo foram fun-
damentais no desenvolvimento da aritmética, ten-
do sido decisivos na visdo moderna da Teoria de

Ntimeros. A Teoria de Numeros probabilistica, por
exemplo, foi inspirada nesses problemas antigos.
Os problemas computacionais envolvidos na procura
de nameros perfeitos exigiram o desenvolvimento dos
testes de primalidade, e, mais geralmente, da teoria al-
goritmica dos niimeros. Além disso, existem conexdes
surpreendentes de alguns destes problemas antigos com
outros problemas aparentemente distantes. Por exemplo,
uma equacao diofantina exponencial, como a equagéo de
Catalanx” +1 = yk, esta relacionada com a existéncia de
nimeros perfeitos impares.

Os pitagdricos, cuja escola surgiu no século V a.C,,
em Crotona, acreditavam que os ntimeros estavam na
origem de todas as coisas. Talvez por isso consideras-
sem interessante o facto de os nimeros 6 =1+2+3
e 28=1+4+2+4+7+ 14 coincidirem com a soma dos
seus divisores proprios. Estes niimeros eram considera-
dos perfeitos. Um outro facto envolvendo divisores que
interessou a escola pitagérica foi a existéncia de pares
de ntimeros de inteiros positivos, tais que cada um de-
les coincide com a soma dos divisores préprios do outro.
Estes nimeros dizem-se amigos. Por exemplo,

284=1+2+4+5+10+11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110

220=1+2+4+71 + 142

S

PERGUNTAS SIMPLES, RESPOSTAS SURPREENDENTES -



AN

é o primeiro par de nimeros amigos. Ha quem veja uma
referéncia a isto na oferta de 220 carneiros e 220 ovelhas
de Jacé a Esaq, descrita no Génesis — o niumero 220 seria
um simbolo dessa amizade pretendida.

1. FUNGCOES ARITMETICAS MULTIPLICATIVAS
Num curso elementar de Teoria de Niimeros é inevitavel
discutir as propriedades das seguintes trés fungoes.

A primeira fun¢do T(n) conta o nimero de divisores
de n. Vamos considerar daqui para a frente que a decom-
posi¢do em fatores primos de n é dada por

n=ptx.xpk

Para obter uma férmula simples que permita calcu-
lar o ntimero de divisores de n, basta observar que todo
o fator primo p de um divisor d é também fator primo de
n. Além disso, cada um dos fatores primos aparece em d
com uma multiplicidade ndo superior a de n. Logo,

t(n)=(n1+1) x--x(ng+1).

A segunda é a fungdo ¢(n) de Euler, a qual para
cada n conta os nimeros naturais 1 < m < n que sdo co-
primos com n.

Finalmente, a fung¢do o(n) é a soma dos divisores de
n. A funcdo o(n) foi considerada por Pitdgoras, sendo
por isso uma das mais antigas fungdes consideradas na
histéria da matematica.

Podemos dividir os nimeros naturais em trés clas-
ses: os numeros deficientes, para quais o(n) < 2n, os
ntimeros abundantes, que satisfazem o(n) > 2n, e os
numeros perfeitos que verificam a igualdade: o(n) = 2n.

Uma fungéo aritmética f : N — R diz-se multiplica-
tiva, se

f(mn) = f(m) x f(n),
sempre que m e 1 sd0 coprimos. As fungdes T(n), ¢(n)e
o(n) sdo as trés multiplicativas. Uma fun¢do multiplica-
tiva fica completamente determinada pelos valores que
toma nas poténcias de primos.

No caso da fungdo ¢(n), temos naturalmente que
¢(p*) = p¥ — p¥~1. Como consequéncia da propriedade
multiplicativa, obtemos ainda:

p(n) = (P —p" ") s x (ppE = p ).

Hé também uma férmula conhecida para a funcéo
o(n):

o(n) = (L4 prteFpht) s (Tt oo+ pt),

a qual resulta facilmente também da propriedade mul-
tiplicativa.

2. PROBLEMAS ANTIGOS, NOVOS E EM ABERTO
Recordamos aqui alguns resultados classicos envolvendo
os conceitos anteriores.

1. Os primeiros ntimeros perfeitos sao: 6, 28, 496, 8128.
2. O primeiro ntimero impar abundante é o 945.

3. Euclides mostrou que se 2" — 1 é um ntimero primo,
entdo
N=2"1x(2"-1)
é um ndmero perfeito. Por exemplo, 6 =2 x 3,
28 =4 x 7,496 =16 x 31 e 8128 = 64 x 127.

4. Sabemos que para 2" — 1 ser primo, o expoente 1 terd
também de ser um niimero primo, embora isso ndo
seja suficiente.

5. Euler mostrou que se N é um nitimero perfeito par,
entdo N pode ser escrito na forma
N=2"1x(2"-1),
onde 2" — 1 é um ndmero primo - ou seja, a férmula
de Euclides fornece todos os niimeros perfeitos pares.

6. O primeiro par de nimeros amigos (220, 284) foi des-
coberto por Pitdgoras (500 a.C.).

7. Todos os mudltiplos de nimeros abundantes sio
abundantes. Analogamente, todos os divisores de
um numero deficiente sdo deficientes.

8. Se n divide m, entdao
o(m)

o(n) < alm)

A igualdade é verificada apenas se n = m.

9. A fungdo f(n) =o0(n)/n toma valores arbitraria-
mente grandes. Isto é uma consequéncia de a série
dos inversos dos primos ser divergente.

Alguns problemas relacionados com estes conceitos
permanecem ainda hoje em aberto. Por exemplo, ndo se
sabe se existem infinitos ndmeros perfeitos. Nem se exis-
te algum nimero perfeito fmpar.

Podemos generalizar o conceito de nlimeros amigos.
Seja s(n) = o(n) — nafungdo soma dos divisores préprios
de n. Se n é um nimero perfeito, entdo s(n) = n. Os nd-
meros perfeitos sdo pontos fixos de n. Os niimeros amigos
sdo ciclos de comprimento 2. Por exemplo, s(220) = 284
e $(284) =220 fecha o ciclo. Podemos considerar ite-
ragOes sucessivas de s(n), obtendo o que se denomina
orbitas. Por exemplo, s(12) = 16, s(16) = 15, s(15) =9,
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s(9) =4, s(4) =3, 5(3) =1, e 5(1) =0 é uma 6rbita de
comprimento 7. Uma 6rbita pode terminar em zero como
a anterior, pode terminar num ndmero perfeito, ou num
ciclo de comprimento k > 2. Dickson conjeturou em 1907
que ndo existiam 6rbitas de comprimento infinito, todas
as sequéncias de iteracbes em s(n) devem terminar. Esta
conjetura permanece em aberto.

Serd que existem mais ndmeros perfeitos, deficien-
tes ou abundantes? Dado um conjunto A C IN, podemos

definir a sua densidade pelo limite do quociente entre o
nimero de elementos de A inferiores ou iguais a n e o
préprio n. No caso do conjunto dos ntimeros abundantes,
Davenport mostrou que o limite da defini¢do de densida-
de existia. E Felix Behrend mostrou que a densidade dos
nimeros abundantes estava entre 0.241 e 0.314. Sabemos
que os ntiimeros perfeitos mesmo no caso de serem infini-
tos tém densidade zero.

Consulte o catalogo e faca a sua
encomenda online em www.spm.pt



