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NUMEROS DE BERNOULLI

Uma sequéncia de nimeros criada para sintetizar somas finitas, mas que
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deu origem a uma ponte paradigmdtica com as somas infinitas, acabando
por ocupar um lugar de destaque na matematica moderna.

Historicamente, os nimeros de Bernoulli surgiram
na obra pdstuma Ars Conjectandi', em 1713, do sui-
¢o Jacob Bernoulli (1654-1705), na tentativa de descrever
uma forma de calcular a soma de poténcias de inteiros
consecutivos
Sk(n) =1k 42k ... 4k

para inteiros n > 1 e k > 0. Curiosamente e por coin-
cidéncia, o japonés Takakazu Seki (1642-1708) também
definiu os mesmos nimeros de Bernoulli no seu livro
postumo Katsuyo Sanpo?, em 1712. Tendo em conta as cir-
cunsténcias, este é um caso em que ndo haverd grandes
dividas quanto a descoberta independente e quase si-
multadnea de um mesmo conceito.

O interesse pela questdo da determinacédo de férmu-
las para somas de poténcias de inteiros consecutivos
tem mais de dois milénios. Os pitagéricos no século VI
a.C. ja conheciam a férmula quando k =1,
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e Arquimedes (287 a.C.-212 a.C) tinha determinado a
regra para k = 2,

Si(n) =1+2+---+n
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No ano de 499, o indiano Aryabhata publicou no seu
livro Aryabhatiya, sem qualquer prova ou justificagdo,
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aquela que é a primeira férmula explicita para o caso
k=3,

2
Ss(n) =13 +28 + - 4 nd = (”("TJFU> .

Muitos outros matemadticos se dedicaram a este as-
sunto, como pode ser consultado no artigo online de
Janet Beery?, que contém informacao histérica bastante
detalhada relativa aos principais intervenientes e méto-
dos seguidos®. Em particular sobre Pascal, que no seu
Traité du triangle arithmétique’, em 1654, prova de forma
simples, usando a expansdo binomial, que,

(n+ 1)1 -1 = i((w 1)kt kT
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permitindo obter a férmula recursiva,

1 k+1 = (k+1
Sen) = 7 (("‘*‘U —1_];,) j Sj(n) ),
k > 1 e mostrar indutivamente que Si(1) é um poliné-
mio em n de grau k 4 1.
Bernoulli estuda estes polinémios e acaba por desco-
brir um padréo ao escrever os dez primeiros:
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Si(n) = %anr %n

Sy(n) = §n3 + %nz + o

S3(n) = En‘l + %n3 + an

S4(n) = %n5 + ;n‘l + %nS - 31—011

Ss(n) = 5“6 + 5115 + 15—2114 ﬁnz

Se(n) = 7n7+ ;n6+%n5 6n3+41—2n

S;(n) = 8n8+%n7+ 12116 %1’#4‘ 12112

Sg(n) = 9719—1—2118—1—%117 15n5+§n3—%n
So(n) = 110;110 + %ng + Zns 10116 + %n‘l — 2—30112
Syp(n) = 11—11111 + %nlo + gnc) —n’ 4nd — %113 + %n

Ele observa que se pode exprimir Sy (1) a partir da sequén-
cia de coeficientes de n em Si(n) e sdo estes os nlimeros
de Bernoulli originais®! Esta sequéncia denota-se habitu-
almente por By cujos primeiros valores se apresentam na

tabela 1. A férmula por ele apresentada é a seguinte:

T g 1, & 1 (k+1 f1—i
= —_— — - B
Sk =g +§2k+1 i)
k>1. oy
Na verdade, Bernoulli apenas destaca a se-

quéncia By, para m >1, usando letras maidsculas
A=1/6,B=-1/30,C=1/42, D = —1/30,... para de-
notar os seus elementos, dado que sdo os tinicos ndo nulos

que ocorrem em (1). Ele determina os valores de By de for-
ma recursiva a partir da equagédo obtida ao se substituir n
por 1, ou seja,

1 1 & 1 [(k+1
1:m+§+§2k+—1( l. )Bi, k>1.
Além disso, conclui, afirmando que com estas férmulas
descobriu (corretamente), em menos de um quarto de hora,
que a soma das décimas poténcias dos mil primeiros ni-
meros a partir da unidade é

91409924241424243424241924242500.
Note-se que as férmulas (1) e (2) podem ser simplificadas,
obtendo-se, respetivamente

1 /(k+1

k
Sk(”)zxﬁ( ;

k
Y (k“)Bi, k> 1.
i=o \ !
Por seu lado, Seki apresenta estas mesmas férmulas e defi-

)Binklefi’ k >1

ne toda a sequéncia By para k > 0.

Euler fornece uma prova completa da férmula (1)
para a soma de poténcias, na sua obra Institutiones Calcu-
li Differentialis® (1755), e batiza ai os nimeros de Bernoulli.
Adicionalmente, apresenta uma ligacdo fascinante destes
nimeros com séries infinitas, nomeadamente através da
demonstragdo de uma das suas célebres férmulas,

i i — |B2n| 221

=i (2n)!
Desde entdo, estes niimeros tornaram-se uma presencga
incontorndvel em vdrias dreas da matematica, tais como a
teoria dos niimeros e a geometria diferencial. Basta dizer
que em 2007 havia uma bibliografia sobre niimeros de Ber-
noulli contabilizando perto de 3000 entradas’!

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 1 1 1 1 5 691
By 1 2 3 0 | =3 O ) 0 | =3 O % 0 |—2730
Tabela 1.

1A arte de conjeturar.

2 Fundamentos da Arte do Cdlculo
3 http:/lwww.maa.org/publications/periodicals/convergence/sums-of-powers-
-of-positive-integers.

4 Para mais pormenores, ver A. Knoebel, R. Laubenbacherj, ). Lodder; D.
Pengelley, Mathematical Masterpieces - Further Chronicles by the Explorers,
Springer; 2007.

% Tratado do tridngulo aritmético.

¢ Existem atualmente muitos autores que definem By = —1/2 devido

a assumirem que Sy (n) = Ok +1F 4+ (n— 1)A. Nesta convencdo
todos os restantes valores By (k 1) permanecem iguais e ddo origem a
férmulas andlogas. Ver http://luschny.de/math/zeta/The-Bernoulli-Manifesto.
html para uma discussao interessante sobre o assunto.

7 VerT. Arakawa, M. Kaneko, T. Ibukiyama, Bernoulli Numbers and Zeta Func-
tions, Springer; 2014, p. 3, onde também se encontra a prova da férmula

(1.
8 Fundamentos de célculo diferencial.

9 http://www.mscs.dal.cal~dilcher/bernoulli.html.
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