CANTO DELFICO

AS BOLAS DA FIFA NAO SAO GRANDE COISA

Trunquem um pouco mais fundo o icosaedro truncado e fardo da Telstar
uma bola melhor.
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N egdcio de bolas é assunto sério. Ha laboratorios sofis-
ticados inovando para melhor vender, e adivinham-
-se empresas de marketing com a missdo de conceber ideias
e ficgdes que a FIFA certifica. Sio exemplos a publicidade
hiperbélica quadrienal e a caugdo 'cientifica' de inova-
¢des mal experimentadas. O caso da Jabulani, a bola do
Mundial 2010, deu que falar; aos elogios dos vendedores
— a mais perfeita de sempre, de aerodindmica superlativa,
nunca vista, etc. — opuseram-se os protestos de arqueiros,
zagueiros e pontas-de-langa, que ndo a pouparam: hor-
rorosa, dangarina, bola de supermercado. Houve mesmo
quem lhe atirasse as culpas pelo fiasco do Mundial 2010:
é que de entre todos os mundiais ele ocupa o pentltimo
lugar na média de golos por jogo.

Mas o problema a tratar aqui € outro. Seria pouco razo-
avel fabricar uma bola de futebol com quatro pegas trian-
gulares (de cabedal ou material sintético) cosidas de modo
a formar um tetraedro. Depois de insuflado ar, a pressdo
arredondaria a bola de raiz tetraédrica, mas o jogo seria ou-
tro, mais imprevisivel do que o raguebi. O principio l6gico

é 0 de que quanto mais rotundo for o poliedro néo inflado,
mais rotunda e resistente serd a bola depois de cheia.

A UEFA escolheu, nos anos 60 do século passado, o ico-
saedro truncado como modelo, com as faces pentagonais
pintadas de negro, a que foi dado o nom de guerre Telstar,
roubado a um entdo famoso satélite de telecomunicagGes.
Anos depois, a Telstar venceu o concurso 'Miss Bola' para
o Mundial do México-1970. Hoje, contas feitas, o arquime-
diano a preto e branco ou a cores por encomenda ja leva
mais de meio século de reinado.

Em 1981, J. M. Géthals e J. J. Seidel, num artigo justa-
mente intitulado The football, mostraram que a bola podia
ser melhorada. Os argumentos envolvem teoria dos inva-
riantes, férmulas de quadratura de Sobolev e érbitas do
grupo icosaedral. A FIFA ndo se deixou convencer e, tanto
quanto sabemos, a bola continuou a mesma.

O Canto Délfico espera ter mais sucesso junto das auto-
ridades com uma abordagem bem mais modesta. Usando
dois critérios elementares, distintos dos de 81, somos leva-
dos a mesma conclusdo: a Telstar ndo estd bem.
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QUAO ROTUNDA E UMA BOLA?

Expressdes da linguagem quotidiana do género "este
sélido é mais rotundo do que aquele" podem precisar-
-se por muitos métodos. Um dos mais simples comega
por chamar raio interno de um sélido? ao maior dos raios
das esferas nele contidas, e raio externo de um sélido ao
menor dos raios das esferas que o contém. Em seguida,
define-se esfericidade do s6lido como sendo a razdo do
raio interno pelo raio externo. Claro que

A esfericidade é um niimero positivo que ndo excede
1, sendo igual a 1 quando e sé quando o sélido é uma
esfera.

Outro critério de avaliagdo da rotundidade baseia-se no
chamado quociente isoperimétrico (QI) de um sélido S,

que se define por
2

36 e
onde V é o volume de S e A a drea da sua superficie
envolvente. Este quociente satisfaz uma propriedade
elementar importante: qualquer homotético de S tem o
mesmo QI que S. O factor 367 destina-se exclusivamen-
te a obter 1 como quociente isoperimétrico das esferas.

O teorema isoperimétrico tridimensional pode enun-
ciar-se assim:

O quociente isoperimétrico dum sélido é um niimero
positivo que ndo excede 1, sendo igual a 1 quando e s6
quando o sélido é uma esfera.

Estamos perante um enunciado muito simples, com um
lastro histérico notdvel e uma demonstracdo de elevado
grau de dificuldade, em claro contraste com o gémeo tri-
vial sobre a esfericidade.

Cada uma das fungoes, esfericidade e quociente iso-
perimétrico, permite comparar quaisquer sélidos quan-
to a sua rotundidade. Mas sdo critérios diferentes que
podem, por isso, conduzir a conclusdes dispares. Por
exemplo, os cinco platénicos ficam assim ordenados, por
ordem crescente dos seus quocientes isoperimétricos:
tetraedro (.3023), cubo (.5236), octaedro (.6046), dodeca-
edro (.7547), icosaedro (.8288). Na corrida da esfericida-
de ganham o icosaedro e o dodecaedro, ex-aquo (.7947),
o cubo e o octaedro ficam em terceiro lugar, ex-aquo
(.5774), e o tetraedro em quinto (.3333), sozinho por ndo
ter irmédo dual.’

No caso dos poliedros arquimedianos, os dois crité-
rios conduzem a ordenacdes algo diferentes; por exem-
plo, os quatro mais rotundos sdo os mesmos para os dois

Esfericidade a

moda da FIFA

Na sua pagina digital das

bolas, uma foto sugere o

modo como avaliam a esferici-

dade: entalam a bola, sem a pressio-

nar, entre duas placas planas paralelas e medem com

grande rigor a distancia entre os planos. Dizem re-

petir a medida para 45.000 posi¢oes da bola. O quo-
ciente do minimo pelo maximo dessas distancias é a
esfericidade-F, da FIFA. Destaca o site que as bolas da
classe FIFA PRO apresentam uma esfericidade-F de
cerca de 98,5%.

Sugerimos que a bola oficial passe a ter a forma de
castanha de revolugao que a figura ilustra, com esferi-

cidade-F inultrapassavel.

Isoperimétrico O termo tem a sua raiz num pro-
blema bidimensional, famoso e muito antigo: de entre
as curvas planas simples fechadas com certo perimetro
fixo, quais as que delimitam maior drea? O assunto foi
desenvolvido na Grécia Antiga, datando desse periodo
a intuicdo correcta de que as circunferéncias sdo a
chave da questdo. As referéncias remontam aos an-
tigos pitagéricos, tendo sido, no entanto, o ateniense
Zenodoro (séc. Il a.C.) quem nos legou os resulta-
dos mais relevantes. Por testemunhos indirectos
sabemos que ele provou teoremas isoperimétricos
relativos a poligonos, como este: de entre os poligo-
nos fechados de perimetro fixo e um nimero fixo de
vértices, os regulares sdo os que delimitam maior drea.
Os Elementos de Euclides ja continham a prova de que
o quadrado tem a maior area de entre os rectangulos
isoperimétricos.

Porém, sé no terceiro quartel do séc. XIX, com
K.Weierstrass a cabega, surgiram as primeiras provas
convincentes do famoso teorema isoperimétrico bi-

dimensional.

N\ J

"Vejam-se os artigos [1] - [3].
2 Para tornar as coisas mais simples, sdlido significa conjunto convexo,
fechado, limitado e com, pelo menos, um ponto interior.

3 Estes e outros nimeros foram arredondados a quatro digitos significativos.
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Figura 1. Os quatro mais rotundos.

Zenodoro em 3D? De entre os poliedros com n vértices
(ou faces) quais sdo os que optimizam o QI, ou outro critério
de rotundidade? Cada valor de n origina problemas de

dificuldade em geral elevada, nos quais, contrariamente

ao caso 2D de Zenodoro, a regularidade nao ajuda muito.

Por exemplo, se n é impar, platénicos e arquimedianos
ficam de fora, pois todos eles tém nimeros pares de vér-
tices e faces.

Para n =4, o tetraedro regular é optimal, como o
leitor interessado facilmente adivinha e comprova. Para
cinco vértices, surge o problema de haver dois esque-
letos (grafos de arestas) ndo isomorfos, os que a figura
mostra, correspondentes a pirdmide quadrangular e a
bipiramide triangular.

Neste caso, os poliedros mais rotundos nio sdo os mes-
mos para o QI e para a esfericidade, e ndo tém faces
regulares. Saltando para o caso de oito vértices, o cubo
tem menor QI e menor esfericidade do que o anti-pris-
ma de base quadrada; mas a questdo nio fica resolvida
s& com isto, pois existem 257 esqueletos possiveis de
poliedros com oito vértices; veja-se em [4] a sequéncia
1,2,7,34,257,2606, 32.300,...

J

critérios mas por ordens distintas, como mostra a tabela
seguinte, onde esf. e QI abreviam esfericidade e quocien-
te isoperimétrico:

o,
Rombicosidodecaedro .9246 .9390
Dodecaedro roscado’ 9189 9470
Icosaedro truncado 9150 .9032
Grande rombicosidodecaedro .9049 9136

A figura 1 mostra os quatro vencedores, fortes candida-
tos a bolas da FIFA, pintados a preceito. Como sabemos,
héd mais de meio século a UEFA seleccionou o icosaedro
truncado como modelo das bolas de futebol. A escolha
parece acertada, dadas a pouca formosura do Grande
Rombi e a complexidade estrutural dos dois mais rotun-
dos — imaginem, por exemplo, o que seria coser a mao
12 pentdgonos e 80 pequenos tridngulos de cabedal num
total de 150 costuras!

TRUNQUEM MAIS FUNDO!
Imaginemos que a FIFA, num momento de lucidez, en-
comendava a Gazeta o desenho duma bola de futebol a
moda antiga. A ideia mais imediata consiste em tomar
um dos cinco platénicos e truncar-lhe os vértices quanto
baste. Por motivos estéticos, dindmicos e funcionais, a
truncatura deve consistir na remogdo de pequenas pira-
mides regulares, uma por cada vértice e de modo igual
para todos os vértices. Admitindo que o nosso platéni-
co tem arestas de medida 1, chamamos profundidade da
truncatura a medida t das arestas laterais das pirdmides
removidas. A figura 2 mostra o mais rotundo dos pla-
ténicos — e, por isso, o melhor candidato a truncatura —
truncado a diversas profundidades.

A questdo matemadtica cuja solucdo oferecemos a
FIFA é esta: escolhido um critério de rotundidade e um
sélido platénico,

Que profundidade(s) de truncatura desse platénico
optimiza(m) a rotundidade?

Mais precisamente, neste Canto Délfico resolvemos o
caso do icosaedro truncado e convidamos o leitor a man-
dar a FIFA o tratamento dos outros quatro platénicos
truncados.

O primeiro critério a considerar vai ser o de mais fécil
tratamento, a esfericidade. Seja J; o icosaedro truncado
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t=.3715

Figura 2. Truncaturas de um icosaedro.

a profundidade t; denotem-se por r(t) e R(t) os raios in-
terno e externo de J;. Por definigdo, a esfericidade de J; é
r(t)
e(t) = R

Note-se que t percorre o intervalo [0,1/2]. Crescendo ¢,
cada vértice de J; aproxima-se do centro de cada face
triangular a que pertence, pelo que R(t) é estritamente
decrescente. O raio r(t) é a menor das distancias das fa-
ces hexagonais e pentagonais ao centro de J;; portanto,
r(f)mantém-se constante para { num intervalo [0, ¢], onde
c é o nimero critico para o qual todas as faces de J; sdo
tangentes a esfera interna do icosaedro.

Para qualquer arquimediano, as faces mais préximas
do centro sdo as de maior nidmero de vértices. Por esco-
lha da FIFA, a Telstar é arquimediana, com 1/3 de pro-
fundidade de truncatura. Portanto, ¢ > 1/3, o que prova,
para o critério vigente, que

A Telstar ndo é boa bola, pois pode aumentar-se a esfe-
ricidade truncando o icosaedro um pouco mais fundo.

Nao serd dificil mostrar que o valor critico de t é dado por

_ 125 (v54+v30)v5 - V5
‘= 12(v/5 — 1) ’

com valor aproximado .3715. A Telstar critica estd repre-

sentada na figura 2; as suas faces hexagonais s&o irre-
gulares, com arestas de dois comprimentos distintos,
na razdo de 1 para .6920. A prova da sua optimalidade e
a determinacgdo da esfericidade 6ptima exigem mergu-
lhar as mdos em pormenores.

CONTAS

A determinagdo de uma férmula para a esfericidade e(t)
requer alguns cdlculos envolvendo a geometria do tri-
angulo, do pentdgono e do hexdgono regulares, a indis-
pensavel percepgdo tridimensional e aplicagdes adequa-
das do teorema de Pitdgoras. E complicado, aborrecido,
mas elementar. A figura 3 mostra um corte do icosaedro
(de arestas 1) em vias de ser truncado a profundidade .

Figura 3. Corte do icosaedro.

Em destaque estdo o centro O do icosaedro e dois dos seus
vértices, X e Y. O poligono colorido representa a pirami-
de pentagonal do icosaedro com vértice em X; o plano
da base estd de topo, tal como o plano de truncatura, e a
aresta [X, Y] estd no plano da figura. Interessa calcular o
raio externo p da base da pirdmide, a sua altura e o raio
externo Ry do icosaedro:

4 Tentativa de traducdo do inglés snub. A "snubificacdo" de um poliedro
consiste em tomar o invdlucro convexo da configuragdo que se obtém
por expansao, i.e., por translagao radial das faces do poliedro, acompanha-

da de rotacdo planar de cada face em torno do seu centro.
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Da figura 3 facilmente resulta que Ry — ht é a distancia
das faces pentagonais de J; ao seu centro, e que o raio in-
terno do icosaedro é

1 1
A_Z\/§+ﬁ\/ﬁ.

O raio externo R(t) também se 'vé' em verdadeira grande-
za na figura. De tudo isto resulta

r(t) =min{A, Ry — ht}

R(t) =\/R3— (1 —t)t.

O parametro critico é a solugdo da equacgdo A = Ry — ht;
calculando e simplificando obtemos o valor de ¢ acima
anunciado. Parat > ¢, a esfericidade é

Ro — ht

\VR3— (1—t)t

com numerador e denominador decrescentes. A identidade

4
20 Rlz(i)hte(t)e’(t) — 1),

vélida parat > ¢, mostra que €'(t) < 0 e que €(t) é decres-

e(t) =

cente no intervalo em estudo. Portanto, J. é optimal. Pode
determinar-se uma expressdo exacta, com radicais, para a
esfericidade 6ptima, pouco ttil pela complexidade que se
adivinha; o valor aproximado

e(c) ~ 9226
mostra que o icosaedro decentemente truncado produz
uma bola de esfericidade superior a do dodecaedro roscado.

O QI DUM ICOSAEDRO TRUNCADO
Sejam Vp e Ap o volume do platénico que vai truncar-se e
a area da sua superficie limitrofe. Considera-se, em dado
vértice X, a piramide P que é removida quando trunca-
mos X a profundidade t=1. Sejam vp o volume de P e §p
a diferenca entre a sua drea lateral e a da base. O volume
e a drea da superficie limitrofe do platénico truncado a
profundidade t sdo dados por

V(t)=Vy—nopt’ e A(t) = Ag — ndpt?,
onde n denota o nimero de vértices do platénico em
causa. No caso do icosaedro, que estd na berlinda,
n=12 e P é a piramide da figura 3. (No caso do tetraedro,
P é o tetraedro.) O quociente isoperimétrico do platénico
truncado é, pois,

As identidades

Ab —2 / =2VV'A3 —2A%A'V?
A3
=6n [/Azt((sp V— ZJpAt)

:61’1VA2t(5pV0 — Z)pAof)

mostram que o sinal da derivada de g(t) é o sinal de
dpVy — vpAgt. Portanto, a derivada de g(t) anula-se para

um so valor de f, nomeadamente
SpVo
fp = ——,
vpAg

q'(t) é positiva para t < ty e negativa para t > t;. Sendo
assim, a truncatura de profundidade t, é a tinica que ma-
ximiza o quociente isoperimétrico. A surpresa é que ty é o

pardmetro critico ¢ encontrado acima!

O icosaedro truncado vencedor do concurso da esferici-
dade €, também, o de maior QI

Mais um desaire para a FIFA, que assim perde em trés
tabuleiros. O que importa ao matemadtico, criatura pouco
sensivel a estas vaidades e que desconfia de coincidéncias,
é encontrar motivos da surpresa mais nobres do que as
contas que a ela conduziram.

Ao Professor Jodo Queiré agradego os muitos aperfeigo-
amentos do texto.
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O autor escreve de acordo com a grafia antiga.
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