TRIANGULOS BELOS

Verificaremos como a propriedade de os trés lados de um triangulo plano
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serem iguais resulta de uma combina¢do harmoniosa, e Unica, de lados e

angulos.

m tridngulo diz-se equildtero se os quocientes entre
os comprimentos dos seus lados forem iguais a 1.
Que tridngulos do plano tém estes trés quocientes racio-
nais? Dado um tridngulo no plano com lados de compri-
mentos 4, b e ¢ tais que existem niimeros naturais py, py,
P3, 41, 92 € g3 que verificam a/b = p1/q1, b/c =p2/g2 €
a/c = ps/q3 podemos reescalonar o tridngulo e obter ou-
tro semelhante com lados racionais. Para isso, basta usar
a homotetia H; : (x,y) € R* — (x/c, y/c), que transfor-
ma o tridngulo inicial num de lados 4’ = (p1 p2)/ (41 92),
b’ =py/gq> e ¢’ =1.Se, de seguida, aplicarmos a homo-
tetia Hy: (x,y) € R> — (q192%, 9142 y), obtemos um
tridngulo de lados inteiros.
Se o tridngulo é retdngulo, com a versdo semelhante
que acabdmos de construir entramos no mundo vasto
dos tridngulos pitagéricos. A figura 1 ilustra um deles:

Figura 1

note-se que, além de os lados terem comprimentos in-
teiros, os trés dngulos tém cossenos racionais, pois sdo
71/2, arccos(3/5) e arccos(4/5).

Mas hd muitas outras possibilidades. Veja-se, por
exemplo, o tridngulo escaleno de lados com compri-
mentos 5 6 e 7: neste caso, os dngulos também tém
cossenos racionais pois sdo arccos(1/5), arccos(5/7) e
arccos(19/35). Repare-se agora no outro tridngulo da fi-
gura 2: os quocientes entre as amplitudes dos dngulos sdo
racionais, mas nem todos os quocientes dos lados o séo.

Se, todavia, juntarmos as condi¢des
Q1: Os quocientes entre os comprimentos dos trés lados sdo

racionais.

Qo: Os quocientes entre as amplitudes dos trés dngulos sdo
racionais.
entdo ficamos reduzidos aos tridngulos equilateros.

Figura 2
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Obviamente, um tridngulo equildtero satisfaz as
duas hipéteses Q; e Qy, com a particularidade de os seis
quocientes em causa serem iguais a 1. Vejamos que tam-
bém € vélida a implica¢do reciproca, ou seja:

P1: Se, num tridngulo, sdo racionais os quocientes
entre os comprimentos dos trés lados e entre as ampli-
tudes dos trés dngulos, entdo o tridngulo é equildtero.

Seja 7 um tal tridngulo de lados a, b, c e dngulos
LA, /B, ZC. Reescalonando-o, como se explicou an-
teriormente, podemos supor que a, b, ¢ sdo racionais
(ou mesmo inteiros). Além disso, podemos reescre-
ver ZA=rmnuway, /B=mapg e ZC = mac para uma es-
colha adequada de reais positivos a4, ap, ac. Acres-
cente-se que, pela hipdtese Qp, existem racionais
positivos sy, sp e s3 tais que LA/ZB =5y, /B//ZC =5,
e LA/ZC = s3. Logo, tem-se o g =s3ac e agp = srac, €
como a soma dos dngulos de um tridngulo plano é igual
a 7t, deduzimos que sz ac + sp ac + ac = 1. Consequen-
temente, ac =1/(1+ 5, +5s3) € Q. Em resumo: Se os
quocientes das amplitudes dos dngulos de um tridngulo
plano sdo racionais, entdo os angulos sdo multiplos ra-
cionais de 7.

Neste momento é oportuno reunirmos o que ja sa-
bemos sobre 7T :

1. E semelhante a um tridngulo com lados racionais
(consequéncia de Q).

2. Os seus angulos sdo mdaltiplos racionais de 7(con-
sequéncia de Q7).

Conseguiremos obter mais informacao sobre a for-
ma de um tal tridngulo se aliarmos as duas proprieda-
des anteriores, o que pode ser feito através do Lei dos
Cossenos. Sendo os lados 4, b, ¢ racionais, entdo

v +c —a? a? + c? — b?
=TT Tl os(sB) =2
cos(ZA) e cos(£B) e .
a?+ b —c?

sdo nimeros racionais. Este é um dado muito bem-vin-
do, porque se conhecem todos os angulos 6 € [0, 7T] que
sdo multiplos racionais de 77 e tém cosseno racional: ¢
é0, 7, /2, ©/3 ou 27t/3, cujos cossenos sao, respeti-
vamente, 1, 0 e +1/2. Com este resultado (pode ver-se
uma prova em [2]), estamos em condi¢Ses de estabelecer
a caracterizagdo que procurdvamos para o tridngulo 7.
Realmente, 7 tem de ser equildtero porque é semelhan-
te a um tridngulo com lados racionais, cujos angulos
estdo em 0, 7] mas nenhum deles é 71/2 (caso contrério,

um dos outros dois teria de ser menor ou igual a 7/4 e
0 seu cosseno nao teria um valor permitido) nem 27/3
(por razdo idéntica); logo, os trés angulos sdo iguais a
/3.

Cada uma das propriedades P; e

Py: Se 0 € [0, 7t] é um muiltiplo racional de 7t e tem
cosseno racional, entdo 6 € {0, 7, 7w/2,71/3,27/3}.

pode ser deduzida a partir da outra.
Paraoprovar,eumavezque cos ({0, r, 7/2}) = {1, 1,0}
e que cos (f) = — cos (7t — ), podemos restringir a ana-
lise a angulos de ]0,71/2[. Seja 6 € 10, 7/2] um angu-
lo cuja amplitude é um multiplo racional de 7 e tem
cosseno racional. Construa-se o tridngulo da figura 3,
de lados 1,1, 2cos 6 e angulos 6, 0, 7t —26. Observe-
-se que estes trés dngulos sdo multiplos racionais de 7.
Além disso, tendo em conta a hipé6tese de que cos 6 é
um ndmero racional, os quocientes dos comprimentos
dos lados deste tridngulo sdo racionais. Logo, podemos
aplicar P1 e concluir que o tridngulo é equildtero. E,
portanto, 6 = /3.

Note-se que, no que aqui ficou dito, fizemos uso
de vérias propriedades dos tridngulos planos que ndo
sdo validas em geometrias ndo euclidianas, ainda que
nelas um tridngulo equildtero possa ser também equi-
angulo. Por exemplo, na esfera de raio 2/ podemos
tragar o triangulo (pitagérico) de lados 1, 1, 2 e d&ngulos
/2, /2, m (figura 4). E, nela, estdo também: o tridn-
gulo com estes mesmos lados mas de angulos 37/2,
37/2 e m; um tridngulo equildtero cujos trés lados se
situam no equador e que tem os trés dngulos iguais a 77;
um tridngulo pitagérico e equildtero de lado 1 e com os
trés angulos iguais a 77/2. (Podem construir-se imagens
destes tridngulos em [1]). Qual serd a versdo esférica da
caracterizagdo dos tridngulos equilateros planos?

Figura 3
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Figura 5

Seria também interessante analisar, na perspe-
tiva anterior, as propriedades dos triangulos equi-
lateros planos quando optamos por outros modos
de medir as distdncias em RZ. Considere-se, por
exemplo, a geometria-do-tdxi. Neste modo de me-
dir comprimentos, uma circunferéncia tem a for-
ma de um quadrado da geometria euclideana com
os lados fazendo 45° com os eixos coordenados;
7t é substituido por P = 4; e a soma dos dngulos de qual-
quer triangulo é P. Contudo, um tridngulo equildtero
pode nédo ser equidngulo. Observe-se, por exemplo, o
tridngulo da figura 5 cujos lados medem 8, dois dos an-
gulos tém amplitude 3/sP e o terceiro mede P/4.

E h4 outras diferengas. O Teorema de Pitdgoras nédo

Figura 4

Figura 6

admite uma extensdo a esta métrica, como mostram os
triangulos DEF e EBF da figura 6, um de lados 1, 1, 2,
angulo retdngulo em B e hipotenusa medindo 2, e ou-
tro que é equildtero, retdngulo em E e cuja hipotenusa
também mede 2. Adicionalmente, falham testes de se-
melhanga que foram fundamentais no argumento an-
terior. Por exemplo, os tridngulos ABC e DEF da figura
6 indicam que um tridngulo nesta geometria ndo esta
univocamente determinado se forem conhecidos dois
lados e o angulo por eles formado.

Haverd algum critério, andlogo ao que vimos no pla-
no com a métrica euclidiana, para testar se um trian-
gulo na geometria-do-taxi é equildtero? Para explorar
esta questdo, o leitor é convidado a utilizar o médulo
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interativo em [2], que per-
mite calcular rapidamente
distancias e angulos nesta
métrica. (Uma imagem dessa
utilizagdo consta da figura 7.)
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Figura 7
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