Sobre a obra légica de José

Sebastiao e Silva

José Sebastiao e Silva foi um dos mais
proeminentes matematicos portugueses de
todos os tempos. Nasceu a 12 de Dezem-
bro de 1914 em Meértola, no Alentejo.
Licenciou-se em matematica no ano de
1937 na Faculdade de Ciéncias de Lisboa
e fol sempre com grande brilhantismo que
evoluiu na sua carreira, quer enquanto es-
tudante quer posteriormente. E funda-
mentalmente conhecido pelos seus traba-
lhos no dominio da Analise Funcional onde
se encontram i1mportantes contribuigoes
suas. No entanto, o primeiro grande tra-
balho de Sebastiao e Silva situou-se num
plano diverso daquele e pode encontrar-
-se na sua tese inédita “Para uma teoria
geral dos homomorfismos”, trabalho ela-
borado em 1944 em Roma. E sem diivida
uma exposigao rica em ideias e também
proficua em novas direcgoes de pesquisa.
Trata-se de uma incursao nos dominios
da Légica Matematica que resulta, numa
parte, de uma preocupagao unificadora
traduzida na procura de uma base comum
de ramos da prépria matematica, que até
entao eram encarados como fundamental-
mente distintos; de uma outra parte no
reconhecimento de que uma qualquer “es-
trutura” possui uma “geometria”, procu-
rando entao saber se uma vez dada essa
“geometria” poderemos recuperar a “es-
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trutura” em si. Quanto & preocupagao
unificadora é importante nao a confundir
com algumas tentativas frustradas de re-
duzir a matematica a légica (nas palavras
de J.S. e Silva, a Mathematica Univer-
salis) pois a existéncia de paradoxos quer
sintaticos quer semanticos, ja4 entao im-
possibilitavam uma tal tarefa e Sebastido
e Silva sabia-o bem. O que ele procu-
rava era um conjunto de proposigoes
de grande generalidade. Se quisermos
agora esclarecer aquilo que deve ser enten-
dido por “geometria” de uma “estrutura
matematica” teremos de fazer algumas
consideracoes preliminares que serao no
entanto heuristicas na sua forma. Come-
cemos com a seguinte:

Consideracdo 1: (Linguagem) Uma
linguagem é em larga medida um conjunto
de simbolos que se agrupam de determi-
nada forma de modo a transmitir ideias
num processo comunicativo. Uma lin-
guagem como o portugués insere-se numa
classe de linguagens ditas naturais. Tais
linguagens nao sao contudo livres de con-
tradigao, isto é, podemos formular nelas
Juizos contraditérios. Assim nasceu a ne-
cessidade de, pelo menos, isolar algumas
linguagens capazes de serem utilizadas
em matematica, J4A que para isso temos
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que banir qualquer possibilidade de con-
tradigao. Embora nao exista uma nogao
geral de linguagem matematica, existem
contudo diversos exemplos de tais lingua-
gens, mais ou menos estudados, sendo que
aquele que é simultaneamente o mais estu-
dado e o mais utilizado é o de linguagem
de primeira ordem. Uma linguagem sera
entdo um conjunto de palavras que se for-
mam a partir de alguns simbolos basicos
utilizando algumas regras sintacticas; tais
palavras destinam-se a terem uma deter-
minada interpretagao, i1sto do ponto de
vista semantico. A primeira vista uma lin-
guagem matematica nao seria muito dife-
rente de uma linguagem natural, mas esta
primeira vista olha para a génese, para
o processo formativo, e esse é essencial-
mente semelhante, no entanto quer a sin-
taxe quer a semantica de uma linguagem
matematica encontram-se suficientemente
enfraquecidas e remodeladas de modo a
nao encerrar as contradigoes tipicas de
uma linguagem natural. As palavras sao
fundamentalmente de dois tipos — termos
e formulas — um termo € por exmplo a ex-
pressao z + y, ja que quando substituimos
as variaveis por elementos (por exemplo
de IN) obtemos (feitas as contas) um ele-
mento (de N, neste caso); uma férmula é,
por outro lado, um juizo feito acerca de
determinados elementos, por exemplo V z
(z > 0), que é verdadeira em N mas é
falsa em R.

Consideragdo 2: (Modelo de uma
Linguagem) Uma vez fixada uma sin-
taxe e uma semantica, de um modo
geral especificamos uma determinada lin-
guagem discriminando os seus simbolos
basicos. @~ Alguns desses simbolos sao
simbolos légicos (~, ¥, 3, A, V, =, &, =,

as variaveis) outros destinam-se a serem
interpretados como relagoes (exemplos de
relagoes sao a relagdo binaria “menor que”
definida em IN ou a relagao unaria definida
no mesmo conjunto “r é par”) e podem
por exemplo ser R, €, < ou >; outros
destinam-se a serem interpretados como
operagoes: +, @, @, f. Deste modo e ja
que todas as linguagens possuem os mes-
mos simbolos légicos, identificamos uma
determinada linguagem como o conjunto
dos seus simbolos nao légicos. Considere-
mos entdo a seguinte linguagem £ = {f}
onde f é para ser interpretado como uma
operagao binaria. M diz-se um modelo de
L se M = (U,g), onde U é um certo con-
junto e g é uma operagao binaria definida
em U, isto é, g : U x U — U é uma
aplicagao.

Esta nocao de modelo de uma lin-
guagem, pode ser considerada como uma
especificagao de um conceito ainda muito
impreciso — o de estrutura matematica.
De facto trata-se de um problema com-
plexo e talvez mesmo insoluvel, aquele de
definir o que deve ser entendido por es-
trutura matematica. No entanto e no
que se segue quando se falar de estru-
tura matematica isso deve ser entendido
como sinénimo de modelo de uma certa
linguagem.

Consideragdo 3: (Automorfismo)
Consideremos uma linguagem

L={f1, . fm Bty s Rm}

onde os f; se destinam a ser interpretados
como operagoes de ordem p; e os R; se des-
tinam a ser interpretados como relagoes
de ordem ¢; (para simplificar diremos que
uma relagao R definida num conjunto X
é de ordem n € N, n > 1, se R for um
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subconjunto de X"). Consideremos um
modelo M = (X;gls o233 9n, TII sevy Tm) da
linguagem anterior, onde:

(1) gi: XP' > X
sao aplicagoes e:
(2) T; ¢ X% ;

entao uma aplicagao o: X — X que seja
bijectiva, diz-se um automorfismo de M se:

Yisn Vai.,ocX

0(9':‘{01, = Gp.-)) = gi (U(ﬂl}i ---af’(ﬂp.-))
e:

Vism Vay,..,e;,€X
(a1, ...,8q;) ET; sse (a(a;), ...,a(aq_,.))ETj.

Um automorfismo é por assim dizer uma
reorganizagao dos elementos, de tal modo
que os elementos permutados desempe-
nham relativamente a estrutura o mesmo

papel.

Consideragdo 4: (Definibilidade)
Esta nogao é muito importante em todo
o processo matematico. Se pensarmos
numa certa estrutura M = (U;...) mo-
delo de uma certa linguagem £ e numa
certa operagao ou relagao definida sobre
U, pode acontecer que uma ou outra
possa ser descrita por meio de palavras da
propria linguagem L. Por exemplo se con-
siderarmos uma linguagem com um tnico
simbolo que se destina a ser interpretado
por uma operagao binéria, entdo (IN,+)
onde “+” é a operagao de adigao em IN,
¢ um modelo dessa linguagem. Conside-
remos agora a relagao binaria definida em
N do seguinte modo:

T={(a,b]€N2: a{b} ;

onde “<” é a ordem usual de IN. Temos
que (a,b)eT seesése It (a+t=>b At#0)
e esta ultima expressao é uma férmula
de L. Sempre que isto acontece dize-
mos que a operagao ou relagao em causa é

L-definivel.

Voltando ao trabalho de Sebastiao e
Silva, podemos agora descrever aquilo que
deve ser entendido como “geometria” de
uma determinada estrutura matematica
M. Para ele essa “geometria” residia
no conjunto das propriedades dessa es-
trutura (isto deve ser entendido como as
relagoes definidas sobre essa estrutura)
que ficavam invariantes para os seus auto-
morfismos (se T' é uma relagao de ordem
n definida sobre X onde M = (X;...), se
(a1,...,an) € X™ e se ¢ é um automor-
fismo de M entao T diz-se invariante para
o se qualquer que seja aquele (ay,...,a,)
se tem que (o(a1),...,0(a,)) € T se e s6 se
(aI, ...,an) eT.

A investigagao de Sebastiao e Silva pas-
sou entao a orientar-se no sentido de ca-
racterizar essa geometria. Ao longo do seu
trabalho obtém uma generalizagao da teo-
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ria de Galois e introduz um conceito de
definibilidade mais geral do que o anteri-
ormente mencionado, obtendo por esta via
as ferramentas necessarias para alcangar
aquele que é talvez o maior objectivo da
tese, o teorema seguinte:

Teorema. Dada uma linguagem L e
um seu modelo M, a geometria de M é
constituida pelas relacoes [-definiveis.

Impoem-se algumas chamadas de

atengao:

1) Em primeiro lugar a linguagem que
Sebastiao e Silva utiliza é uma lin-
guagem particular, pelo que ele nao
resolveu o problema em geral, mas
apenas num caso concreto.

2) A resolugdao do problema para ou-
tras linguagens encontra-se por-
tanto em aberto. Existem pelo
menos indicios de que a sua reso-
lugao depende nao apenas da lin-
guagem, mas da propria estrutura.

Uma outra questao levantada pelo
préprio Sebastido e Silva e que esta ainda
intimamente relacionada com as conside-
racoes anteriores € a seguinte: dado um
grupo de transformagoes bijectivas de um
conjunto U saber como e quando é possivel
construir um modelo M = (U;...) de uma
determinada linguagem [, de tal modo
que o conjunto de transformagoes previa-
mente dado sejd o grupo de automorfismos
de M. Aqui estd um problema delicado e
de dificil resolugdao, como alids é reconhe-
cido pelo préprio Sebastiao e Silva.

A tese inédita termina com algu-
mas consideragoes de ordem filoséfica que
dizem essencialmente respeito, por um
lado aos objectivos da prépria matematica
que na opiniao do préprio Sebastido e Silva

deve ser um jogo imaginativo que nao
pode perder de vista a prépria realidade,
por outro lado ao método da matematica
que ele defende dever ser o mais constru-
tivo possivel, mas nao apenas isso, isto é,
devemos tomar como validos, métodos que
transcendem o construtivel no caminho
para alcancar a “verdade matematica” .

Uma iltima palavra para o contetido
da tese inédita, que como ja foi referido
é do ponto de vista cientifico muito rica,
até pelos problemas que deixa em aberto.
Mas uma riqueza igualmente grande pode
ainda ser encontrada do ponto de vista
pedagdgico, ja que nao é vulgar que uma
obra que aborde assuntos desta ordem
os exponha de forma tao intuitiva e in-
teligivel.

Por todos estes motivos a “Tese
inédita” é sem duvida um trabalho que
deve ser lido e estudado.
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