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Ponto A

N. B.: Justifique com ateng¢ao todos
os raciocinios. Uma justificacao omissa
ou errada pode anular uma afirmacao
correcta.

I

1. Diga. justificando. se é verdadei-
ra ou falsa a seguinte afirmacio:

Toda a func¢iao continua transforma
conjuntos limitados em conjuntos limi-
tados e conjuntos fechados em conjun-
tos fechados.

2. Dada a sucessiao de termo geral
u, = n?, mostre, usando o método de
indugao, que

n?(n +1)?

7 , YneN.

Uy +us+- -y =

3. Considere a sucessio (a,,) defini-
da por
(_1):1+I
O
vn+1

Mostre que é convergente.

a, = 1/2 3 Opn+l = Qp
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4. Determine os seguintes limites,
justificando os calculos:

)" (u € BRY):

1+ 1

a) lim ( .
n na

vr—1
T — 1

b) lim
x—1

(peN).

5. Diga quais os valores de = que
tornam a série

(z+a)"

j : au+] ((l- :’é 0)
n=0
simplesmente convergente, absoluta-

mente convergente, divergente.

11T

6. Defina ponto fronteiro a um con-
junto. Mostre, usando a definigao dada.
que:

Sea € R é fronteiroa X, X C R,
entao existe em X wma sucessao (x,),
convergente para a.
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7. Seja p(x) um polinémio de grau
impar.

a) Mostre que p{r) tem uma raiz
real.

Ponto B

N. B.: Justifique com atencao todos
os raciocinios. Uma justificacio omissa
ou errada pode anular uma afirmacao
correcta.

I

1. Diga. justificando, se é verdadei-
ra ou falsa a seguinte afirmacao:

Toda a func¢io continua transforma
sucessoes de Cauchy em sucessoes de
Cauchy.

2. Dados a.b € B tais que a.a+0b &
R*, mostre, usando o método de in-
ducao, que

(a+0)">a" +na" "0, YneN.

3. Considere a série absolutamente
convergente

E gy

Estude a natureza de

a
Z 1 —na“

b) Sendo f definida em R por

r)= ‘—1—..
/@) 2 + [p(z))?

determine f(R).

II

4. Determine os seguintes limites,
justificando os calculos:

1 n
a) lim (a. - ;) (a € RY);

sin(af —
sin(a 1 1) (p € N).

l. * \
L -

5. Determine a € R de forma a que

a scérie
n+1

a :
Zn—l—l g

n=

seja convergente no ponto r = —3 e di-

vergente no ponto x = 3.
111

6. Defina ponto de acumulacgao de
um conjunto. Mostre, usando a defi-
ni¢ao dada, que:

Um conjunto finito niao tem pontos
de acumulagao.

7. Seja g : [0.1] — R uma fungio
continua e (a,) uma sucessao em [0, 1],
tal que g(a,) — 0.

a) Mostre que (a,) tem um sublimi-
te em [0, 1].

b) Mostre que g tem um zero em

[0,1].
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Resolugao de algumas Como 5
questoes!’ (-‘T i ﬂ)
=
n=0
& uma série geométrica de razao ’t":

Exercicio 3A. Da defini¢io de (a,)
obtém-se:

1
(LN} = ";
1 ( ] k41
Up+1 = $+Z \/_+l

A série

S -0k /(VE+1)

k=1

é convergente. Com efeito, trata-se de
mmna série alternada cujo termo geral.
em maodulo, tende para zero a decrescer:
pelo critério de Leibniz a série converge
e. portanto, a sucessao (a,) ¢ também
convergente.

Exercicio 4A b). Fazendo a mudanga
de varidvel z = y”, obtém-se

fr—1 -1
lim {/_— = lim —— Y
=1 T —1 y—1 yt — yr—1
Como
A, |
£ = yFoil +y-”"2+‘--+y+1
y—1
entao
s P =1
lim — = p
y—1 y—1

donde se conclui que

1)  — 1 1
lim (/I_— = -,
z—1 g —1 n

Exercicio 5A.

(z+a)" 1 r+a\"
Z ant+l ; Z i

nz0 n=0

ela converge absolutamente se

r+a
1
a
e diverge se
T +a
=
7]

A primeira condigao equivale a [r+a| <
portanto. se a > 0 equivale a
T €] — 2a,0[ e se a < 0 equivale a
x €]0. —2al.

Conclusdo: se a > 0 a série em
questio converge absolutamente no in-
tervalo | — 2a, 0] e diverge no seu com-
plementar; se a < 0 a série converge
absolutamente em |0, —2a[ e diverge no
complementar.

Exercicio TA a). Seja p(r) = apx" +
aiz"t + - + a1+ an, ag F 0.
Suponhamos ag > 0 (se ay < 0 o ra-
ciocinio ¢ andlogo). Como n é impar e
Vo # 0 px)
=" (ag+ & +---
tem-se

s Bust g u,.)

=T -n

hm p(.‘::) = +oo

qX—s e

llm plz) = —oc

Como cmlsequéncia das definicoes de li-
mite em R, existem xy < x; tais que
plxg) < 0 e p(z,) > 0. Como p & uma
fung¢ao continua, o Teorema de Bolzano
garante a existéncia de um zero de p em

o, 21|

Exercicio 1B. A afirmagho ¢ falsa.
Existem func¢ées continuas que transfor-
mam sucessoes de Cauchy em sucessoes

1"NR: A autora dos exames apresentou resolugdes para todos os problemas. A escolha das reso-
lugoes publicadas de seguida é da inteira responsabilidade dos editores.
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que nao sao sucessoes de Cauchy. Por
exemplo, a fungao f :]0.1] — R, de-
finida por f(x) = 1/z, é continua em
]0,1]; a sucessdo x, = 1/n, n=1,2,...
é uma sucessio de Cauchy pois conver-
ze para zero.'S No entanto, a sucessio
flzy) =n, n=1,2,... nio é de Cau-
chy pois nao é convergente em R.

Exercicio 2B. Seja S = {n € N
(a+b)" > " +na""'b}. O conjun-
to S ¢ indutivo:

1eS: (a+b)! > a'+1a% = a+b;

ii)neS=n+1es:

Se n € S entdao (a + O)* = a™ +
na™ "', Como a+b>0

(a+b)"(a+b) > (a™ + na™ " 'b){a + b)
e, portanto,

(a+ 6"t > at! yna"b+ab+

+na™ 12
= a4 (n+1)a"b+
+na™ 142

Como a > 0, na™ 14?2 > 0, de onde
(@+b)"* > ™' + (n41)a™b.

Como S é indutivo e § € N. tem-se
S=N,

Exercicio 6B. Dado X C R, a € B
diz-se ponto de acumulagao de X se

Vsso I(a,8) N (X\{a}) # O

Seja X = {ay.as,... .a,} um conjun-
to finito: X # @ e X # {a}.)? Uma
vez que todo o conjunto finito, nio va-
zio. tem minimo, seja £ = min{|a; —al :
a; #a,1 <i<n}

Vejamos que I(a, )N (A\{a}) = @:
se x € I(a.g) N (X\{a}) entao ter-se-
ia |z —a| < & x # a. & = a, para
certo a, € X (1 < k < n). ou seja
|ag —a| < £ < |ap —al o que é absurdo.

Do que foi dito deduz-se que, para
qualquer a € R, existe £ > 0 tal que
I{a,g) N (X\{a}) = O, ou seja, X nao
tem pontos de acumulagio.

18Uma sucessio real é de Cauchy em R se e s6 se é convergente em R.
198e X = @ ou X = {a} entio X\{a} = ©@ e a conclusio & imediata.



