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Com este trabalho pretende-se fa-
zer uma breve nota da Histéria da Ma-
temitica e resolver um “velho” proble-
ma com ferramentas actuais.

Todos os conceitos envolvidos de-
vem ser do conhecimento dos alunos
do 12° ano, pelo que as justificacoes e
calculos pedidos constituem uma pro-
posta de exercicio, permitindo que o
aluno siga uma pequena demonstragao
desenvolvendo a capacidade de usar a
Matematica como instrumento de inter-
pretagio e intervencgio no real.

Claudio Ptolomeu (séc. IT d.C.) deu-
nos uma elegante construgao do pen-
tagono regular inscrito numa circun-
feréncia, na qual afirma que os com-
primentos dos lados do pentigono, do
hexdgono e do decdgono regulares ins-
critos na mesma circunferéncia. sio os
comprimentos dos lados de um certo
triangulo rectangulo.

A construcao é a seguinte:
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e 0 ponto O é o centro da circun-
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feréncia considerada e [AB] um
seu diametro;

e (' é o ponto médio de [OB];

o ponto D obtém-se tragando OD
perpendicularmente a AB;

o ponto E pertence a [OA] e veri-
fica CE = CD.

o ponto F esta sobre a circun-
ferencia e DF = DE.

Os comprimentos dos lados do
triangulo rectangulo [DEO|. DE, DO
e EO, sdo, respectivamente, os com-
primentos dos lados do pentagono, do
hexdgono e do decdgono regulares ins-
critos na circunferéncia.

1. Demonstraremos que DE é o
comprimento doﬁ lado do pentdgono,
provando que DOF = %,J’l radianos (nu-
ma circunferéncia, a angulos ao centro
iguais correspondem cordas iguais).

1.1. Prova de que

cos (DCjF) = @

Sem perda de generalidade, conside-
remos r = 1.
Tem-se sucessivamente:

(porqué?)

(porqué?)
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Das propriedades do produto escalar de
vectores deduz-se:

o[ = jor + jo
—% % H(’jﬁ” x ”()_ﬁ” X cos (D@F)

2

(deduza) e, da condigao anterior. pode
concluir-se:

: E—1
cos (DOF) = \/3— (deduza)
4
1.2. Prova de que cos (%) = ¥2=1
Como
2?7 2 T
cos (?) = —-cos( - ?)
(%)
= —gos [ —
5
entao

Ccos 4 + cos S =0
5 0s 5 e

logo £ é uma raiz da equagao cos (3a) +
cos (2a) = 0. Das relagoes

cos(2a) = 2cos*(a) — 1

cos(3a) = 4 cos®(a) — 3cos(a)
(deduza), conclui-se que as equagoes

cos(3a) + cos(2a) = 0 (0.1)

4cos®(a) + 2cos?(a)

—3cos(a) —1=0 0-2)

sao equivalentes. Como 7 é raiz da
equacao (0.1) e cos(w) = —1, o po-
linémio 422 + 222 — 3r — 1 é divisivel
por r + 1 e pode concluir-se que sao
equivalentes as equagoes

473 + 222 —3x—-1=0

(z+1) (4;1?2 —2z—1) =0 (prove)
e que as suas raizes sao

1 1—+v5 1++v/5
1 4 1 4 1

(prove).

Tem-se entao

cos(3ax) + cos(2a) =0 <

« cos(a) = —1
V cos(a) = %ﬁ
1 =4
V cos(a) = +T\/5

logo cos (Z) ¢ um daqueles trés valores.

Como T < I < I. entdo V2 oo
cos (L) < @ (porqué?) concluindo-se

ser

il

T 145
s Ty = AT,

5 4

)

Tem-se entao

2m V5 -1
cos (?) == (deduza).
2

Podemos agora concluir que DOF = &%
radianos, pelo que DE é o comprimen-
to do lado do pentdgono regular inscrito

na circunferéncia.

2. Facilmente provara (prove) que
OFE é o comprimento do lado do
decagono regular inscrito na circun-
ferencia. Bastara, para tal, considerar
um ponto J da circunferéncia tal que
DI=JF .
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Como é do conhecimento geral que o
comprimento do lado do hexiagono regu-
lar ¢ igual ao raio da circunferéncia, fi-
ca demonstrada a relagao entre os com-
primentos dos lados do pentdigono. do
hexagono e do decigono regulares ins-
critos na mesma circunferéncia.



