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1 Introdução 

Apesar da geometria plana ser fun-
damental nos currículos escolares, não 
se deveria esquecer o facto de que a 
Terra tem Uma fornia geométrica mais 
próxima de uma esfera do que de um 
plano. Por isso parece-nos importan-
te apresentar algumas noções de geo-
metria esférica. Um exemplo típico 
de aplicação prática é a navegação. 
Mas também na mecânica a geometria 
esférica tem muitas aplicações. 

Do ponto de vista puramente teórico 
um dos objectos geométricos mais in-
teressante é o triângulo. Iremos aqui 
expor partes da teoria sobre triângulos 
esféricos com o objectivo de mostrar os 
seguintes resultados: 

a) A soma dos ângulos internos de 
un triângulo esférico é sempre 
maior de ir. 

b) É sempre possível, a partir de 
três quantidades escolhidas entre 
os comprimentos tios lados e os 
ângulos de um triangulo esférico, 
calcular as outras. 

No plano, a soma dos ângulos internos 
de um triangulo é igual a n e triângulos 
semelhantes têm os mesmos ângulos in-
ternos. Portanto, dados só os ângulos 
internos de um triângulo plano, nada 
podemos dizer sobre o comprimento dos 
lados. 

Mostraremos b) utilizando o teore-
ma do cosseno e do seno tia geome-
tria esférica exemplificando as várias si-
tuações e os procedimentos de cálculo 
num diagrama. Por isto, fórmulas que 
serão utilizadas no diagrama terão uma 
numeração diferente. 

Sendo a esfera unitária Sr um sub-
conjunto de K * os seus elementos serão, 
dependendo do contexto, pontos rio es-
paço tridimensional ou vectores fie IR'1. 
Sejam a,, b £ R3 , denotaremos por r; > b 
e por a >; b, respectivamente, o produto 
interno usual de a com b c o produto 
externo tie a com b. 

2 Triângulos esféricos 

Seja 

S2 = | (x ,y , z) € R:í : 

+ + = l } 

a esfera unitária em . A intersecção 
de um plano que contém a origem O = 
(0.0,0) com S2 é um círculo máximo. 
Dados a, bt S2 é fácil ver que há sempre 
um círculo máximo 7 que os contém. 
Aliás, se —b £ O f^b, o círculo 7 é único e 
uma equação do plano cuja intersecção 
com S2 é 7 será (a x b) -v=Q. Arcos 
de círculos máximos contém os cami-
nhos mais curtos em S1 entre os seus 

4 1 

mailto:domenico@mat.ua.pt


4 2 G A Z E T A t)E M A T E M Á T I C A ÍJ 

extremos. No plano, temos a mesma 
situação para segmentos de rectas. 

Um triângulo esférico e um tri-
plo Íifi.üa-Wg) de pontos de S2. sendo 
1**1. <'2t V3 vectores linearmente indepen-
dentes de Adoptaremos, como con-
venção , que O t r i ângu l o ("L'I, 1^,1)3) É UU1 

triplo de vectores positivamente orien-
tados, ou seja, tais que (uj x u2) • «3 > 0. 
Note-se que (t'i U3 = {V3 >; '-'3)' Vi — 
(v3 x (

]

j) • Vn. 
Podemos imaginar um triângulo 
esférico como o conjunto formado pelos 
seus vértices uj, V3 e pelos seus lados 
l\,l'2.h como na figura: 

1 " O 

v, 

2 

onde: 

• I, é o arco de círculo máximo en-
tre e o i+2 — 1,2,3). sendo 

(i. i 4- 1. i + 2) uma permutação cí-
clica de (1.2,3)1J. 

• tij ó o ângulo entre os dois planos 
que contêm a origem O e. respec-
t i v a m e n t e , li + i,lj+2 . 

Denotando por s, o comprimento do ar-
co do círculo máximo !, temos que 

0 < S,' < Ti e 0 < Q; < 7T 

Í J A ndição para Índices i- <:;i'l,". pela tabela 

Maist sendo a, o ângulo em radianos en-
tre os vectores t',+1 e o,+2• então 

cos.s-, - v,+2 e 

sin s, = |t)j+1 x Vi+-2\ d ) 

3 Soma dos ângulos 
internos de um 
triângulo esférico 

Para cada ângulo a, do triângulo 
A = (üi, v-2. t'3) seja A, o triângulo 

i U A , é o diedro de vértices i*,. — v, 
e ângulo tij. 

Como sabemos a área da esfera é 
.4(S'2) = 4tt. Então a área tio diedro 
A U A ; será 

. 4 ( A ) + - 4 ( A , } = ^ 4TT 
iTi 

de onde concluímos 

Í U ( A ) + ( 3 ) 

+ 1 1 3 
1 2 1 
a i J 2 

•3 1 2 3 
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Seja —A o triângulo (—ui, —«3. — V2) 
e - A ; (i = 1.2.3} o triângulo 
(—•üi+i; — v,+2• Vi)? Sendo, por simetria, 

j4(Aji = A ) , 

(t = 1.2,3) 

i=l 
3 

I —1 

por outro lado, concluímos que 

^ ( A H - ^ Í A , ) ^ * (3) 
t= 1 

Subtraindo (3) de (2) lemos que 

2.4(A) - 2 Í H - 2tt ou seja 

.4(A) = Oi + o 2 + Q3 — a 

Sendo assim, como .4(A) > Ü. temos o 
seguinte resultato: ai +02 + 03 — tt > 0, 
isto é: 

.4 soma dos ângulos inter-
nos de um t riângulo esférico 
é sempre maior que tt. 

4 O triângulo polar 
Seja A o triângulo (v1.w2.v3). O 

triângulo polar associado a A é o 
triângulo A ' = (cj, í;-,, V'3) em que . v'% 
e «3 verificam 

•t.',+1 x y.i+2 

foi+i x v i + 2| 
is to e. 

, _ / v-2 x v3 v3 x et f| x v-, \ 

\l«2 x ' K'3 X «i|' |j.'i x V2I / ' 

Sejam s[ e a j , respectivamente, os 
comprimentos dos la tios e os ângulos do 
triângulo A ' e seja A " o triângulo polar 
associado a A ' . Então temos a seguinte 

Proposição 3 i) A " = A ri) sj = 
7r — Q'í iii) tk^ — n — 5,. 

Demonstração, i) O símbolo || indicará 
proporcionalidade entre vectores sendo 
o factor de proporcionalidade positivo. 
Utilizando a identidade vectorial 

(a x b) x c = (c • a) b - (c • b) a (4) 

da definição de triângulo polar, sendo 
a ( « x b) — 0. obtém-se 

v" t| v'i+l x v'i+2 || ( v i + 2 x Vj) 

X (Vi X v t + í ) 

= j(v f X vy+l ) • Vi + 2] Vi II Vi (5) 

Mas como |e"| — [t',| = l de (5) con-
cluímos que v" = Vi. Em particular 

ii) A figura seguinte não é mais que a 
projecção ortogonal dos t ria rígidos A e 
A ' sobre o plano IIj ortogonal a u, que 
contém a origem O. Como e i ' '+2 

são ortogonais a t',, então e v'i+2 
pertencem ao plano II,. As projecções 
ortogonais dos planos que passam por 
O e contém os lados /, + i e l t+2 sobre 
o plano 11, serão duas rectas n e r%s 

sendo r j ortogonal a t)J-+f e r2 ortogo-
nal a v'j+2. O ângulo entre 7*1 e r2 será 
então oi. Denotaremos por (t>, + i. ic, + 2 
as projecções ortogonais cie res-
pectivamente, Vi+2 sobre o plano fl,. 
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Sendo j = v't+21 = 1- da figura 
anterior, concluímos: s't = tt — a 

iii) Utilizando i) e ii) temos s, = s" = 
7T — a\. Então oj = 7T — 

5 O teorema do cosse-
n õ 

Utilizando a igualdade ii) da propo-
sição do parágrafo anterior, (1) e a iden-
tidade de Lagrange 

(ctxí>) • (cxd) = (a*c) ( M ) - («•<*)(fi-c), 

vein 

tosa, =cos(tt — S;) = 

= - 1 • 

_ _ Uj+2 X Vj 

|vI+2 X Vi[ jWí x 
_ x V,) • x y i+1 ) 

sin .s,4.j sin ní+2 

_ (vj+2 - Vj) (vj • v,~l) 

sin Si+1 sin > (Vi+2 "tit+i) K 1 
— —•—-———•— 

SinSj+i sinsi+2 

e de (1) Concluímos que 
COS Si — COS ] COS S 

COS Qv = ; ; sm S;+i sin s,-j-2 
(C l ) 

Resolvendo esta igualdade a cos s,, 
obtém-se: (Teorema do cossenó) 

COS SJ = COSS.J-] COS, , •) 
(C2) 

— sin,s,+i sin cos üfi 

Como na geometria plana, o teorema 
do tosse HO permite-nos calcular o com-
primento de um lado de um triângulo, 
conhecendo o comprimento dos outros 
dois lados e o ângulo entro eles. 
Aplicando o teorema do cosseno ao 
triângulo polar A ' associado a A e uti-
lizando as igualdades ii) e iii) da propo-
sição do parágrafo anterior, temos que 

COSO, = — COS«j+] COSQj+2 

+ sin o-,+1 sin rij+2 cos s, 
(C3) 

Mais, resolvendo a última igualdade re-
lativamente a cos s,. vem 

COS íl, + COSOi+l cos O', + 2 
COS Si — — 

suicii+j sínOi+2 
(C4) 

6 O teorema do seno 

Sejam e = (n, x u i +1 ) • t:,+2 e 
E' — («J x • f j . g . Por um lado, 
de (5) sabemos que 

(vi+2 x ví) x (ví x iê i + I ) = e Vi (G) 

Por outro lado, de (1), i) c ii) da pro-
posição do parágrafo 4, temos que 

(ií,+:i x Vi) x (ví x vi+i) 

= |«t+2 x |í.'t x ví+ 11 (rí+i x i>'i+2) 

= sinSi+isins,+2 x v'i+21 v'/ 

= sin ,s',+i sin sin s't t),' 

= s i n s i n Si+2 sino; v" 

— sin sin s j +2 sin o, t1, 
(7) 

— COS.S; 

Vi X I'i+1 
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De (0) e (7) concluímos que 

sin sin si» a, =» e (8) 

Aplicando o mesmo raciocínio ao 
triângulo polar A ' associado a A. uti-
lizando ii) e iii) da proposição do 
parágrafo 4, temos que 

sinoi+i sin o i + 2 sinsy = s' (9) 

Sendo (9) independente de i. esta con-
tinua a ser válida se escrevermos i -4- 1 
cm vez de i. Isto é, 

sin Oi+2 sin O; sin s í + i = s' (10) 

Dividindo ordenadamente (10) por (S) 
temos 

sin Oi+2 s' 
sin £ 

e. como f— não depende de i. podemos 
concluir que: (Teorema do seno) 

sinoi sin «2 sin 03 
— = — - — . ( S I ) 
sin si sin S2 sin 33 

7 Conclusões 

O diagrama da página seguinte des-
creve como. através das fórmulas do 

parágrafo 5 e do teorema do seno. é 
sempre possível, a partir de três quan-
tidades escolhidas entres os compri-
mentos dos lados e os ângulos de um 
triângulo esférico, calcular as outras. 
Observamos que, de (Cl ) , se obtém 
os ângulos a partir cios comprimentos 
dos lados e que. de (C4), se obtêm os 
comprimentos dos lados a partir dos 
ângulos. Mais, sendo sin / = sin{7r — t), 
utilizando o teorema do seno (SI) pa-
ra calcular um ângulo ou o comprimen-
to de um lado, temos sempre duas so-
luções. 

As setas do diagrama vão de um 
conjunto de quantidades supostas co-
nhecidas a um conjunto de quantida-
des a calcular e, trazem a informação 
de qual a fórmula a utilizar e, eventual-
mente, qual a quantidade que se conse-
gue calcular através dessa fórmula. 

Cremos que é possível conseguir 
programar um computador ou uma 
máquina calculadora, a partir dó dia-
grama, de modo a calcular todas as 
quantidades dadas apenas três delas. 
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Si+i. Si+3, a i + i , al+3 

Cti+I . Ctj+7, S|+| 
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