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1 Introdugao

Apesar da geometria plana ser fun-
damental nos curriculos escolares, nao
se deveria esquecer o facto de que a
Terra tem wma forma geométrica mais
préxima de uma esfera do que de um
plano. Por isso parece-nos importan-
te apresentar algumas nogoes de geo-
metria esférica.  Um exemplo tipico
de aplicagao priatica é a navegagio.
Mas também na mecanica a geometria
esférica tem muitas aplicacoes.

Do ponto de vista puramente tedrico
um dos objectos geométricos mais in-
teressante ¢ o triangulo. Iremos aqui
expor partes da teoria sobre triangulos
esféricos com o objectivo de mostrar os
seguintes resultados:

a) A soma dos angulos internos de
un triangulo esférico é sempre
maior de 7.

b) E sempre possivel, a partir de
tres quantidades escolhidas entre
os comprimentos dos lados e os
angulos de um triangulo esférico,
calcular as outras.

No plano, a soma dos angulos internos
de um triangulo ¢ igual a 7 e triangulos
semelhantes tém os mesmos angulos in-
ternos. Portanto, dados sé os angulos
internos de um triangulo plano, nada
podemos dizer sobre o comprimento dos
lados.
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Mostraremos b) utilizando o teore-
ma do cosseno e do seno da geome-
tria esférica exemplificando as virias si-
tuagdes e os procedimentos de cilculo
num diagrama. Por isto. férmulas que
serdo utilizadas no diagrama terdo uma
numeracao diferente.

Sendo a esfera unitaria S* um sub-
conjunto de B* os seus elementos serio,
dependendo do contexto, pontos do es-
paco tridimensional ou vectores de B®.
Sejam a.b € R*, denotaremos por a- b
e por a x b, respectivamente, o produto
interno usual de @ com b e o produto
externo de a com b.

2 Triangulos esféricos
Seja

S% = {(;1.'.';;.:] e R?:

:r‘~’+y'~’+;2=1}

a esfera unitdria em B2, A intersecgio
de um plano que contém a origem O =
(0,0,0) com S? é um circulo mdrimo.
Dados a, be S? é facil ver que hi sempre
um circulo médximo 4 que os contém.
Alids, se —b # a#b, o circulo v € tinico e
uma equagao do plano cuja intersecgao
com S? é 7 serd (a x b) w=0. Arcos
de circulos mdximos contém os cami-
nhos mais curtos em S? entre os seus
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extremos, No plano, temos a mesma
situacao para segmentos de rectas.

Um trigngulo esférico ¢ um tri-

plo (vy.v9.14) de pontos de S2. sendo
U1, U2, 1z vectores linearmente indepen-
dentes de B*. Adoptaremos. como con-
vengao, que o triangulo (v, ve. v3) é um
triplo de vectores positivamente orien-
tacdos, ou seja, tais que (ul s T.’z)'l“;’j > 0.
Note-se que (vy Xv2)-v3 = (vaxvg)vy =
(i‘;j > l-‘}) “Ya.
Podemos imaginar um  triangulo
esférico como o conjunto formado pelos
seus veértices vy. va, vy e pelos seus lados
ly.1a. 13 como na figura:

'l"}

onde:

e [, é o arco de circulo maximo en-

tre vi41 e viya2 (i = 1,2,3), sendo
(i.i+1.i42) uma permutagao ci-

clica de (1,2,3),

e o; ¢ oangulo entre os dois planos
que contém a origem O e. respec-
tivamente, ;1. li+2 .

Denotando por s; o comprimento do ar-
co do circulo maximo I; temos que

D<si<n & 0<a; <o

M A adigdo para indices é dada pela tabela

Mais. sendo s; o angulo em radianos en-
tre os vectores v;41 @ V.2, entao

COSS; =Uiq) “Viga €

(1)

$in §; = V41 X Vigz]

3 Soma dos angulos
internos de um
triangulo esférico

Para cada angulo a, do triangulo

A = (vy,ve,v3) seja A; o triangulo

(vit2, vig1, —05)-

AUA,; é o diedro de vértices ;. —u,
e angulo ay.

=
L

Como sabemos a drea da esfera é
A(S?%) = 47. Entdo a drea do diedro
AU A; sera

A(A) + A(A) = == 4=

de onde concluimos

14

3
BAA)+ D AA) =2 "a; (2)

=1 i=1
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Seja —A o triangulo (—vy, —v3. —uv2)
e =A; (i = 1,2,3) o triangulo
(—¥ig1. —vir2.v;). Sendo, por simetria,
A(A) = A(-4),
A(A) = A(-4Ay)
(i=1,2,3)

e

3
A(A) + 3T A(A) + A(=A)

i=1
3

+D A=A = A(S?)
i=1

por outro lado, concluimos que

AA) + 3 AA) = %47.- (3)

i=1
Subtraindo (3) de (2) temos que
B
24(A) =2 X a,-) — 27 ou seja

i=l
A(A)=a1+azs+az —7

Sendo assim, como A(A) > 0. temos o
seguinte resultato: oy +as+az—7 > 0,
isto ¢&:

A soma dos angulos inter-
nos de um triangulo esférico
¢ sempre maior que w.

4 O triangulo polar

Seja A o triangulo (vy, v, v3). O
tridngulo polar associado o A é o
triangulo A’ = (v}, v5, v5) em que vy, vh

e v4 verificam

’ Vig1 X Uiy S, i
Y = —— isto é,
[Vig1 X vit2
Al = ( vz X U3 Uz X ) v X Vg )
|vg x va] " |vg x v1| " Jur x vy

Sejam s! e «f, respectivamente, os
comprimentos dos lados e os angulos do
triangulo A’ e seja A" o triangulo polar
associado a A’, Entao temos a seguinte

Proposicao 3 i) A" = A i) st =
T — Yy i) af = m — ;.

Demonstragao. i) O simbolo || indicara
proporcionalidade entre vectores sendo
o factor de proporcionalidade positivo.
Utilizando a identidade vectorial

(axb)xe=(c-a)b—(c-b)a (4)

da definigao de triangulo polar. sendo
a-(a x b) =0, obtém-se

""? [l "-":+1 X 'U;+‘2 || (vig2 x vi)
P (’L',‘ x E}.i+1)

= [(vi % vig1) - vig2]vi || i (5)

Mas como |v)| = |v,| = 1 de (5) con-
cluimos que vY = w»;. Em particular

A — @
8; = 84.

ii) A figura seguinte nao ¢ mais que a
projeccao ortogonal dos triangulos A e
A’ sobre o plano I1; ortogonal a v; que
contém a origem O. Como v, e v},
sio ortogonais a v;, entdo vj,; e vi_ ,
pertencem ao plano II;. As projecgoes
ortogonais dos planos que passam por
O e contem os lados 1,4y e [;o sobre
o plano II; serio duas rectas r; e g,
sendo 7 ortogonal a v, e ry ortogo-
nal a v/, ,. O angulo entre r; e ry sera
entao a;. Denotaremos por wisy, Wipo
as projecgoes ortogonais de v, res-
pectivamente, v;4o sobre o plano IT;.
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Viis2

Vil

Sendo vl | = |viis| = 1. da figura
anterior. concluimos: s = 7™ — a,.

iii) Utilizando i) e ii) temos s; = s/ =
7 —al. Entdo a} =7 — s,,

5 O teorema do cosse-
no

Utilizando a igualdade ii) da propo-
sigao do pardgrafo anterior. (1) e a iden-
tidade de Lagrange

(axb) - (exd) = (a-c) (b-d) — (a-d) (b-c),

venl
cos o =cos(m — si) = —cos s,
’ r
== Vg1 Yiga
Viga X 1y .
lviga X vi| i X vigal
5 ('l":'+'2 > 'vi') £ (Ui al vi'+l)
SN S;41 SN Si42
_ (vig2 - vi) (Vi - viga)
Sins;41 sins;42
+ (vit2 - vig1) (vi - vi)
sin sy sins;;o

Ui X Vigl

e de (1) concluimos que

COS &; — COS 841 COS §;4.2

cosa; = - -
i sin s;4; sins;4a
(C1)

Resolvendo esta igualdade a cos s,
obtém-se: (Teorema do cosseno)

COS §; = COS §;11 COS; 40

(C2)

— sin 8,41 5in 8,49 COS O

Como na geometria plana, o teorema
do cosseno permite-nos calcular o com-
primento de um lado de um triangulo,
conhecendo o comprimento dos outros
dois lados e o angulo entre eles.

Aplicando o teorema do cosseno ao
triangulo polar A’ associado a A e uti-
lizando as igualdades ii) e iii) da propo-
sicao do pardgrafo anterior, temos que

COS O = — COS (¥j41 COS (V42

+ sin avj 4 sina;.o cos s;

(C3)

Mais, resolvendo a 1ltima igualdade re-
lativamente a cos s;, vem

COS €¥; + COS iy COS Y42

CcOS §; = = .
sina;yg sina;;o

(C4)

6 O teorema do seno

Sejam & = (v; X Vi) - Viya e
= ard " el S5 .
g = (v]%vly,)-vi, Por um lado,
de (5) sabemos que

!

(vige X v;) %X (v; X Vi) =€ i (6)
Por outro lado, de (1). i) e ii) da pro-
posigao do paragrafo 4, temos que
(vigo X v;) X (Vi X Vig1)

li},'_i_g X L'-,'I Ii'..',' X "-:i+ll (U:+1 x ’L’;+2)

sin 841 Sin sie [vl1 % v/ | V)

Il

=sin s;41 sin s; 40 sins! v/
) : X 7
= sin §;41 5in ;42 sin a; v

=8in §;41 Sin 8402 sina; ©v;

(7)
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De (6) e (7) concluimos que
5in 8,41 sin s;p08ina; =& (8)

Aplicando o mesmo raciocinio ao
triangulo polar A’ associado a A, uti-
lizando ii) e iii) da proposicao do
pardgrafo 4, temos que

sina;y sina;pesins; =& (9)

Sendo (9) independente de i, esta con-
tinua a ser valida se escrevermos i + 1
e vez de 1. Isto é.

sinajiosina;sins;g = (10)

Dividindo ordenadamente (10) por (8)
temos
sinayo £
sil 540 €
e, como < nao depende de i, podemos
concluir que: (Teorema do seno)
sin sinas sin oy

sin sy sin so sin s3

7 Conclusoes

O diagrama da pagina seguinte des-
creve como, através das férmulas do

pardgrafo 5 e do teorema do seno, é
sempre possivel, a partir de trés quan-
tidades escolhidas entres os compri-
mentos dos lados e os angulos de um
triangulo esférico, calcular as outras.
Observamos que, de (Cl). se obtém
os angulos a partir dos comprimentos
dos lados e que, de (C4), se obtém os
comprimentos dos lados a partir dos
angulos. Mais, sendo sint = sin(w — t).
utilizando o teorema do seno (S1) pa-
ra calcular um angulo ou o comprimen-
to de um lado, temos sempre duas so-
lugoes.

As setas do diagrama vao de um
conjunto de quantidades supostas co-
nhecidas a um conjunto de quanticda-
des a calcular e, trazem a informagao
de qual a formula a utilizar e, eventual-
mente, qual a quantidade que se conse-
gue calcular através dessa formula.

Cremos que ¢ possivel conseguir
programar um computador ou uma
maquina calculadora, a partir do dia-
grama, de modo a calcular todas as
quantidades dadas apenas tres delas.
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S1, 82,83

o4 (C4)

Bl

oy, O, O3

De (C2) \ /

obtem-se s

Obtém-se s ;, oy como

solugio do sistema (C2), (C3)

Sisls Sig2. O

De (S1)
obtem-se ;0

Sisls Sis2. Olisy

De (C3)
obtem-se «;

s, Wis2, Si

De (S1)

obtem-se s ;2
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