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Resumo: Nesta nota observa-se que certo corpo conve-
x0. a meio caminho entre uma esfera e um cubo, tem
uma secgao plana circular.

Em IR? a bola unitiria para a nor-
ma euclidiana ¢ a esfera de centro na
origem (0,0,0) e raio 1. Para a nor-
ma “infinito” é o cubo de aresta 2 comn
vértices (£1, 1, +1).

Para a norma “um” é o octaedro cujos
vértices sao os pontos médios das faces
do cubo anterior,

Relembremos que normas sao estas:

- a norma euclidiana (associada ao
produto interno usual) é a funcio ||.||2.
que a cada vector x = (x.12,73) de
IR* faz corresponder o mimero real (nio
negativo) dado pela expressao |
(z2 + 23 4+ x3)7. A bola unitiria asso-
ciada ({r € IR* : ||z||s < 1}) é portanto
a tal esfera de raio 1. Representemo-la
por Bs.

~ a norma “infinite”™ é a fungao
||-|lsc: que a cada vector x = (x).x2,x3)
de IR? faz corresponder [|z]|o = max{|
T z9 || @3 |}- A bola unitdria as-
sociada é o referido cubo de aresta 2.
Representemo-la por B.

-~ anorma *um” é a funcao |[.|[;. que
a cada T = (xy,33,%3) de IR® faz cor-
responder ||z||y =| @y |+ | z2 | + | 23 |
A bola unitiria correspondente é o oc-
taedro ja mencionado. Representemo-
la por B;.

E geometricamente evidente que
By C By C By

Seja agora p um nimero real niao in-
ferior a 1. Consideremos a norma p de

zl2 =

*

Holder associada. isto é, a fungao |||,
que a cada = de IR* faz corresponder
Izl = (lz1]? + |z2/P + |23]")7. A bo-
la unitdria associada. B, fica “encaixa-
da” entre o octaedro B; e a esfera B
se 1 < p < 2, eentre a esfera Bs e o
cubo B, sep = 2.

De um modo geral, se p < p' tem-se,
pela conhecida desigualdade de Jensen,
=)l = |lx|lps donde B, € By. Co-
mo existe xg tal que ||zoll, > ||zollp
(por exemplo g (1.1.1)) tem-se a
inclusao estrita B, C By

Para qualquer p > 1 a bola B, ¢
diferencidavel, isto &, em cada ponto da
fronteira passa um e um so plano tan-
gente a bola nesse ponto. 56 nao sao
diferencidveis B e B...

A intersecgao de B; ou B com um
plano que passe pela origem é uma figu-
ra poligonal. Para 1 < p < co a inter-
secgio de B, com qualquer plano que
passe pela origem ¢é una regiao conve-
xa plana limitada por uma linha fecha-
da e diferencidvel (por cada ponto da
linha passa uma e uma so recta do pla-
no, tangente a linha nesse ponto). No
caso p = 2 essa intersecgao ¢ obviamen-
te um circulo de raio 1.

A figura seguinte representa a in-
terseccao de B, com qualquer um
dos planos coordenados, para p
1,5,%3,4;5,8, c0.
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Para algum p # 2 poderd acontecer
que a intersecgio de B, com um plano
que passe pela origem seja um circulo?
Por estranho que parega, pode. Eo que
acontece com p = 4 e o plano II de
equacao r1 + 9 + 3 = 0, por exem-
plo. (Atendendo as simetrias da bola
servem também os planos de equacio
T+ a3 —x3 =10, 3 — 30+ 3 = 0 on
Xy — I — Xz — U}

Esse surpreendente resultado é o
objectivo da presente nota.

Teorema: A intersec¢do de I1 com By
¢ um eirculo de raio /2.

Demonstragao:

Para cada p, representemos por
d(By) a fronteira da bola B,. O que
pretendemos demonstrar é que J(B4) N
I1 é uma circunferéncia de raio V2, isto
é, que para qualquer y € 9(B4) N 11 se
tem [|yl2 = /2.

Associe-se a cada ponto x de 9(B;)
a semirecta Ox que passa por T e tem
origem em O = (0,0.0). Cada semirec-
ta Ox intersecta d(B4) num ponto z’
univocamente determinado por x. Seja
P a aplicagdo que transforma x em z'.

Por construcao P é uma bijecgao
de 9(B;) em Jd(B,4) e transforma cada
vector num vector que lhe é colinear.
Entido podemos escrever a igualdade

1N 8(By) = P(ILN8(B))).

P infinito

p=2

i

R

Iremos representar os seis vértices
do octaedro B por

Vi = (1.0.0),

Vo = (0,1,0),

Vi = (0,0,1),

I{I — _1;1 .

1":', = _1'72!

Ve = —Va,

e as oito faces por

F\. a face definida por V;, V5 e Vi;
Fy, por Vi, Vs e Vy;
F3, por Vy, V5 e Vi
Fy, por V;, V5 e V3!
F5, por V, V5 e Vg
Fg. por Vg, Vo e Vg;
F7, por Vi, V5 e Vi;
Fg, por V}, V5 e V.

A figura seguinte representa I1M B;.
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A fronteira de B; é a reuniao dos
oito triangulos F}.....Fs. Entao

MNa(B;) = NIn(Ul, F;) = Ui, (TINF;).

Mas o plano Il nao intersecta F) e
F: porque as coordenadas de um pon-
to de Il nao podem ter todas o mesmo
sinal.

Consideremos entao, por exemplo,
um ponto genérico de I M F;. Qual-
quer ponto x de F5 é combinagao linear
convexa de V;. V5 e Vg, isto é, é da for-
ma

= a1(1,0,0)+a2(0,1,0)+a3(0,0,-1)

com aj, .03 > 0ea; +az+ a3 =1.

Por outro lado. por ser z € I, é

o +as—az =0, Entao é as = a;+asq

e oy + @y = 3 e podemos escrever
1

1
= (), — —a;,—=)coml <o, < =
T = (a1 5~ o, 5) SRS

I =

ou, fazendo a = 2o,

x|
I=§(a?l—a,—l‘]cmn{]£a<_il.

(Note-se que é ||z]|; = 1, como seria de
esperar.)

Para a = 0 obtém-se o ponto A, pa-
ra a = 1 obtém-se o ponto B (ver a
figura).

Repetindo o raciocinio para obter as
coordenadas de um ponto genérico de
cada um dos outros lados do hexigono
vem, com 0 <a < 1:

-parallnFgéx = %(1, —a, —1+a)
obtendo-se B paraa = 0e C paraa = 1.

-parallNFy é x = -;-{1 —a.—1.a)
obtendo-se C paraa = 0e D paraa = 1.

-parallNF3 éx = -é—(—c.-,, —1+4a.l)
obtendo-se D paraa = O0e E paraa = 1.

-paraliINFh éx = %(—-l,a,l —a)
obtendo-se E paraa = 0e F paraa = 1.
Finalmente para I1 N Fg é x = 4(-1 +
a,1, —a) obtendo-se F para a = 0 e A
para a = 1.

Repare-se que as coordenadas dos
pontos de cada lado do hexagono
[ABCDEF] se podem obter a partir
das coordenadas dos pontos do lado
[AB], por exemplo, por mudanga de si-
nal das coordenadas ou por alguma per-
mutagao delas. Por outro lado, este ti-
po de transformagoes (mudangas de si-
nal e permutagaes de coordenadas). nao
altera qualquer norma de Holder de um
vector. Sendo assim. basta-nos calcular
|| P(x) ||2 para € IINF5, por exemplo.

P(x) é a projeccio de x sobre d(By),
como foil ja referido. Temos portanto

P(z) = %(a,l et

comA>0e %[m‘fl + (1 — u.)*" s 1]% =1,
ou seja, A = 2[&‘i +(1— a)" ki 1]'%;

Substituindo vem

P(z) = [a*+(1—a)*+1]" % (a,1-a, —1)

com 0 < a < 1. Calculemos a norma
euclidiana deste vector:

| P(x)||2
= [+ (1—a)*+1]" % [a®+(1—a)?+1] 3,
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ol seja,

[a® + (1 — a)? + 1]?
at+(1—-a)t+1

)%=

(Il P(x) |

Mas

I{LE + (1 — u)"g -+ 1]2
= (e’ +1-2a+a*+1)* = 4(a®* —a+1)?
= 4(a? — 2a® + 3a¢* — 20+ 1)

al+(1-a)!+1
=a'4+ (1 -4a+6a°—4a®>+a')+1
= 2(a* - 8% 4 3nt = g W 1).
Entdao vem (||P(z)|l2)* = 2. ou se-

ja. |IP(x)|]l2 = +2, como se gueria
provar. ]

Observagao. A interseccao deste pla-
no II com B, ¢ interessante para qual-
quer valor de p. Parap=1e p = @

essa interseccio ¢ um hexiagono ?. No
primeiro caso. o hexdgono, chamemos-
lhe hj, esta contide em ¢ = II N
J(B>). No segundo caso, h... contém
e. Os vértices de cada um destes dois
hexdgonos estao nas semirectas defini-
das pela origem e pelos vértices do ou-
tro. Paral < p < 2 a intersecgao de
[1 com B, ¢ um “hexagono arredonda-
do” que. no limite, ¢ o hexdgono h,
(p = 1) ou o circulo ¢ (p = 2). Pa-
ra p > 4 essa intersecgao volta a ser
do tipo “hexdgono arredondado™ que,
no limite, é um circulo (p = 4) ou o
hexdgono h. (p = o). Tanto num ca-
so como noutro os pontos da fronteira
de I1N B, que se encontram mais afes-
tados da origem, ou seja, aqueles que
correspondem aos vértices, pertencem
as semirectas que unem a origem aos
vértices de hy ou ho. Para 2 < p < 4
a fronteira da intersec¢ao I1M B, é uma
linha em que os pontos mais priorimos
da origem se encontram nas semirectas
ja referidas. A figura seguinte mostra
metade de I1 M B, para p = :3, 2.3,4,8,

2 Estamos a designar por “hexdgono” a regifo do plano ¢ ndo apenas a sua [(ronteira.



