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Comeco por agradecer o honreso
convite da Comissao Organizadora pa-
ra participar nesta homenagen. B uma
honra para mim, e é também com gran-
de gosto que agui estou.

Eu nao fui aluno do Professor José
Morgado, nem colega na mesma ins-
tituicdo., mas. como todos os ma-
tematicos portugueses, conhego o seu
percurso pessoal. a cuja evocagao ja ho-
je assistimos. e conheco a sua paixao de
sempre pela Matematica.

Gostaria de comegar esta palestra
precisamente por ai. pela paixao, regu-
larmente demonstrada. e de muitas ma-
neiras, até hoje. do Professor José Mor-
gado pela Matemitica e. mais geral-
mente, pelas virtualidades do espirito
racional. Trata-se de caracteristicas es-
senciais do espirito moderno, que tanta
influéneia tiveram na evelugao do Mun-
do nos ultimos séculos.

E evidente que a atitude perante a
ciéncia e o espirito cientifico nao pode
hoje ser a mesma «que era hda um século
atras. O optimismo dos meios cul-
tos oitocentistas relativamente i nocao
de progresso unidireccional das socie-
dades, movido pela racionalidade e pe-
los avangos da Ciéncia, tem hoje de ser
temperado pela constatacio de muitos
problemas obsgervados no século XX.

Para usar uma frase do gosto de José
Anastacio da Cunha, “a Experiéncia

tem mostrado”, ndo tanto que a Ciéncia
nao ¢ wma panaceia universal. mas que
a Ciéncia deve ser prudente, nao deve
pretender que pode e sabe mais do que
em cada momento realmente pode e sa-
be. e deve saber ser humilde na busca
da verdade.

Mas ao mesmo tempo que devem
ser humildes. os cientistas tém de es-
tar atentos a tendéncia. sobretudo em
certos meios educativos. para a impor-
tagao de ideologias anti-cientificas que
parecem perigosas. num sentido que ja
direi qual ¢, Refiro-me aquele tipo de
concepgoes, as vezes chamadas “pos-
maodernas™, que veem as ciéncias comao
meras “construgoes sociais”. com tudo
o que isso implica, por um lado, de con-
tingéncia e relativizacio, e, por outro
lado e consequentemente. de deslegiti-
mizagao e desvalorizagao.

Claro que o debate académico é por
definicao livre, e quem quiser recusar
a existéncia de uma realidade objectiva
e olhar para os fisicos, quimicos, ma-
tematicos e bidlogos como construtores
de narrativas contingentes tem com cer-
teza liberdade para o fazer.

Convém no entanto estar atento a
influéncia negativa que essas correntes
de opinido podem ter no sistema edu-
cativo. O perigo a que me referi ha
pouco € esse: precisamente porque em
Portugal ha Ciencia e cultura cientifica
a menos, temos poucos mecanismos de
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defesa em relagao ao crescimento des-
sas concepcoes na decisiva matéria da
instrugio e educagao.

A cultura cientifica. em cujo cerne
reside a Matematica, é hoje condicio do
desenvolvimento civico dos portugue-
ses. permitindo-lhes uma intervengao
critica e informada sobre o funciona-
mento e os rumos da sociedade nos as-
pectos mais diversos.

QO Professor José Morgado destaca-
se, como ja disse. pelo entusiasino que
sempre revelou pela Matemitica, pelo
seu estudo e pela sua divulgacao. Esse
entusiasmo, demonstrado ao longo de
tanto tempo. e em contextos tho varia-
dos, tem a marca da autenticidade, e
nao pode deixar de ser para noés fonte
de inspiracgao.

Uma das dreas pelas quais o Profes-
sor José Morgado revelou grande inte-
resse ¢ a Historia da Matemadtica. e foi
para falar de Histdria da Matemiitica
que fui convidado. Temo gue ao ter
aceite esse convite nao tenha dado si-
nais da tal prudéncia a que me referi
atrdas. De facto, nao ¢ segredo que nao
sou historiador. Tenho apenas um in-
teresse de alguns anos pela Histdria em
geral, e pela Historia da Matematica emn
particular.

Falando da palavra “historia”, a
lingua inglesa, e agora também o portu-
gues do Brasil, tém duas palavras onde
nos s6 temos uma. No contexto desta
palestra nao parece mal que s0 tenha-
mos uma: de facto. a Histéria da Ma-
tematica esta cheia de personalidades e
de episadios que propiciam verdadeiras
“historias™, fascinantes pelo dramatis-
mo, pelo brilho da inteligéneia e pelo
rasto que deixaram e consequéncias que
tiverain,

E tal como nas histérias “normais”,
dos livros de quadradinhos aos roman-

ces classicos, também na Historia da
Matematica se podenn encontrar herdis.
que acompanhamos no seu génio, nas
suas aventuras e desventuras. e que dei-
xam em nos um rasto de admiragao e
fascinio.

Claro que tentar perceber a Histdria
da Ciencia, e da Matemiitica em parti-
cular, por uma lista de herdis é como
tentar perceber o mundo de hoje pelos
titulos dos jornais.

Vale a pena, portanto, olhar as pes-
soas e as coisas de perto. Vale a pena
fazer viagens ao passado e contactar di-
rectamente com as obras e, através de-
las, com os seus autores. Rapidamente
desaparece alguma ideia que tivéssemos
de que os grandes nomes do passado sao
uma espécie de figuras empalhadas, que
rotineiramente debitariam teorias aca-
badas e perfeitas nas horas de expedien-
te.

Nos génios quase tudo pode ser in-
teressante. SO para dar um exemplo, do
dominio do anedotico: ha tempos, len-
do um livro sobre Galileu. deparei com
um episodio que ilustra que os génios
também se enganam (se calhar é preci-
SO errar muito para acertar muito), 1mas
que até a defender um erro se pode ser
genial.

Galileu é wma das maiores lguras
de sempre da Histdria da Ciéneia, sen-
do a introdugao e o uso sistemaitico
do método experimental uma das suas
grandes contribuigoes.

Em 1623, Galileu publicou wn li-
vro intitulado [l Saggiatore em que res-
ponde a diversas criticas cientificas de
um padre jesuita, Hordcio Grassi, pu-
blicadas quatro anos antes. Uma das
matérias controversas era a de saber se
o atrito do ar aquece ou arrefece os cor-
pos. Grassi sustentava que aquece, e
em defesa desta tese resolveu citar uim
autor grego do século X, Suidas. Segun-
do Suidas, os antigos Babilénios coziam
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ovos da seguinte maneira: colocavam-
nos numa funda e depois rodavam a
funda vigorosamente.

Galileu defendia a tese de que o atri-
to do ar arrefece os corpos. Nuimna apli-
cagio irrepreensivel dos principios do
método experimental, e numa manifes-
tacao da sua tendencia para o sarcasmo
mortifero. nao perdeu a oportunidade.
Escreveu ele em Il Saggiatore:

Se [Grassi] quer que eu acredite,
com Suidas. que os Babilonios coziam
os oves rodando-os com uma funda, as-
sim farei. Mas devo dizer que a cau-
sa deste efeite era muito diferente do
que ele sugere. Para descobrir a ver-
dadetra causa ractocino assim: “Se nao
conseguimos obler um efeito que outros
antertormente obtiveram, € porque nas
naossas opera¢oes nos falta qualquer coi-
sa que produzta o sucesso deles. E se so
nos falta wma coisa, entao so essa coi-
sa pode ser a verdadeira causa. Ora nao
nos faltam oves. nem fundas, nem ho-
mens vigorosos para as rvodar; mas os
nessos oves nao ficam cezidos, apenas
arrefecem mais depressa se por acaso
estivessem quentes. E como nada nos
falta excepto sermos Babilonios, entao
ser Babilonio é verdadeira causa de os
ovos ficarem cozidos, e nao o atrito do

ar.”

Estudar Historia da Matematica
acaba por ser isto mesmo: ver os nomes
tornareme-se pessoas, perceber melhor o
que cada um fez, conhecer o contexto
em que germinaram as ideias, contac-
tar com lapsos e incertezas, numa pa-
lavra, apercebermo-nos da “espessura®
que faz a verdadeira histéria. E um
exercicio que pode ter muito interesse.

Varias vezes ouvi, e o0s presentes
também ouviram. o Professor José Mor-
gado contar historias da Matem:itica.

Para esta palestra escolhi como objec-
tivo central, precisamente, seguindo o
seu exemplo, contar ou recordar bre-
vemente duas historias da Matematica.
Uma respeitante a um grande episadio
da Histdria da Matemaitica universal,
e a outra a um pequeno episodio da
Historia da Matematica emm Portugal,
Estas historias envolvemn. entre outros.
dois matematicos bem conhecidos de
todos: Galois e Anasticio da Cunha,
Niao vou aqui repetir apologias. mas
apenas olhar com alguma atencaio pa-
‘@ certos aspectos das suas obras.

Quanto a Galois, pelo seu génio e
pelo dramatismo da sua curtissima vi-
da ¢ dificil que ndo pertenga a galeria de
herdis de todas as pessoas que se inte-
ressamn pela Matematica, Tentarei su-
blinhar, por um lado, que o seu trabalho
genial sobre as equacoes polinomiais se
inscreve num contexto e numa tradigao
que comega em Lagrange. e, por outro
lado, que se faz injustica a Galois ao
reduzir a importincia do seu trabalho
algébrico a questao das equacgoes.

Sobre Anasticio da Cunha, recorda-
rei uma polémica matematica em que
esteve envolvido, polémica mais tarde
“arbitrada™ por Gomes Teixeira, que
nao lhe deu a razao toda.

Em ambos os casos, nao se trata
de diminuir a importancia da personali-
dade envolvida, abjectivo que seria um
pouco estupido, mas de a olhar mais de
perto, na convicgao de que assim a com-
preenderemos, e as condigoes em que se
manifestou, um pouco melhor.

A primeira historia que vou recor-
dar é bem conhecida de todas as pessoas
comn interesse pela Matematica. Refiro-
me a aventura de séculos a procura de
formulas resolventes para equagoes po-
linomiais numa incognita.
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Este ¢ sempre um assunto facil de
introduzir, porque toda a gente conhece
de cor a formula para o caso do segundo
arail.

Para os terceiro e quarto graus
as formulas foram descobertas por
matemaiticos italianos em meados do
século XVI. A seguir, durante dois
séculos. imimeros matematicos dedica-
ram grande engenho e esforco a bus-
‘a de uma férmula para o caso das
equacoes do quinto grau.

Todos sabemos hoje que esses es-
for¢os nao podiam levar a nada, por-
que tal férmula nao existe, conforme de-
monstrado no inicio do século XIX por
Abel, sendo o resultado deste ampliado
e explicado por Galois.

Mas o que nao é talvez tao familiar
¢ que a viragem conceptual decisiva que
conduziu a tal desfecho se deu décadas
antes, e se deveu a Lagrange.

Numas Refleroes sobre a resolugao
algébrica das equagées, em 1770, La-
orange resolve estudar de forma sis-
temiitica todos os métodos propostos
até ai para as equagoes de graus 2, 3
e 4. com o objectivo de os reduzir a
principios gerais que permitissemn com-
preender a priori o que é que os faz fun-
cionar, para depois tentar a sua apli-
cagao ao estudo das equagoes de graus
superiores.

Este longo trabalho. de grande cla-
reza. le-se ainda hoje com proveito e
com interesse., sobretudo conhecendo
nos a sequencia da historia. Esta re-
produzido nas Obras Completas de La-
grange.

O caso da equagao geral do segundo
grau permite ilustrar algumas das ideias
de Lagrange. Suponhamos que as raizes
sao Aj e Aa:

2% 4 T 4 az = (x — Ai){z — A2)

(igualdade de onde se tiram as conheci-
das relagoes Ay + A2 = —ay, Ay A2 = aa).

Note-se que as raizes se podem es-
crever da seguinte forma;

;’\1 = [..3\1 -— .\.‘_1 e ()\] =5 )\;g)]

Ag =

[A1 + A2 — (A — A2)]

B = 13| =

0 que se pode resumir nuna expressao
comunm:

% [Al &kl = Ag)ﬂ]

Mas Ay + A2 e (A} — A2)? sdo po-
lindmios simdétricos em Ay e Aa. Lo-
oo (pelo teorema fundamental da teo-
ria dos polinomios simétricos), sao po-
lindmios nos polindmios simétricos ele-
mentares Ay + Az e AjAa. isto é, sao
polindmios nos coeficientes da equacao.
De facto, tem-se

AL+ A = —ay (A — Ao)? = u'f —dasy

Sal entao a expressao para as raizes

1 [
5 (-—al T Af U] — dl(:.g)

que ¢ a nossa bem conhecida formula
resolvente.

Passemos ao terceiro grau. e a
equacao

TS + a1 +asr +a3 =0

com rafzes Ay, Ag e As.

Lagrange observa que em todos os
métodos de obtengao da formula re-
solvente desempenham papel central
fungoes do tipo

o = Xy - tehs +uPAs

2wi

onde w=e¢e73

Note-se que, como 1 4+ w + w? = 0,
as raizes se podem escrever da seguinte
forma:

}\] =é[:"\1+)‘2+;\3

+ (A1 +wAa + L-JE.-\:;}
+{f\1 +{.:J3/'\-_a + w;\;)]
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1
1\2=§[31+1\2+a\3

+w? (A1 + wdz + wiAaz)
+w (A +wAa + wls)]

1
Az = 3 [)\1 + As + Az
4+ w(A + wha + w?A3)
+uw? (A +w?Aa + wﬁ\a)}

Na expressio y = A; + whs + w?Ag,
permutemos Ay, Az e A; de todas as ma-
neiras possiveis. Obtemos ao todo seis
expressoes, que, escrevendo

z= X1 +wke +wis,

540 as seguintes:

o )
e

Y, WY WY, 25 Wz, ws.

Temos aqui seis valores diferentes, e,
portanto, para os obter, e com ecles as
raizes da equacao proposta, teriamos de
resolver uma equacao de grau G. Mas.,
como se ve imediatamente, elevando-os
ao cubo ficam apenas dois valores di-
ferentes, y* e 2%, que vamos designar
por Y e Z. Por serem apenas dois é
possivel ebté-los como solugbes de uma
equagao do segundo grau. a que Lagran-
ge chama “equagao reduzida” (réduite).
no que constitui o passo decisivo para a
formula resolvente das equagoes de grau
3. E que os coeficientes desta equagio
auxiliar

(E-Y)NE-Z)=€"—(Y+2)+YZ =0

sao simétricos em Y e Z e portanto sao
insensiveis a permutacoes de A, Ay e
Az, que, ou nio alteram Y e Z, ou
os transformam um no outro. Esses
coeficientes sio, portanto (pelo teorema
fundamental da teoria dos polindmios

simétricos). polindémios nos coeficien-
tes da equacgao original. As expressoes
exactas sao:

Y+ 2= —2&? + Qayas — 2Tay

¥Z = (a - 30.3)“

Determinados ¥ = %° ¢ Z = z% em

funcao de ay, as e ag através da reso-
lugao daquela equagio, vem y e = es-
critos em fungao de w e dos coeficientes
da equacao. Usando as expressoes aci-
ma apresentadas para Ay, A2 e A3z, vém
finalmente as trés raizes expressas em
termos dos coeficientes usando radicais.
No caso em que a; = 0 vem a expressao

L (74 02)

que ¢ a formula resolvente de Cardano-
Tartaglia.

Analogamente. Lagrange mostra
que todos os processos conhecidos para
chegar a férmula resolvente da equagao
do quarto grau dependemn da possibili-
dade de achar funcoes das raizes A;. Az,
Az e Ay que. quando estas sao permuta-
das de todas as 24 maneiras possiveis,
tomem apenas trés valores diferentes,
de modo a esses valores serem as raizes
de uma equacao ciibica auxiliar cujos
coeficientes sao polinémios nos coefi-
cientes da equagao original.

Lagrange é assim conduzido ao es-
tudo sistemitico de fungoes de muitas
variaveis e do seu comportamento (em
particular o nimero de valores que to-
mam) sob permutacoes dessas variaveis.
Demonstra muitas proposigoes a respei-
to desta questao, podendo dizer-se que
o cialculo das permutagoes de facto nas-
ce aqui.

A aplicagio do seu método de
andlise a priori das equacoes para os
graus 3 e 4 contém ja vdrias das
ideias fundamentais da futura teoria
de Galois, como o objectivo essencial
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de exprimir racionalmente as raizes da
equacao proposta em termos de quan-
tidades intermédias que por sua vez
s¢ obtem dos coeficientes usando ex-
traccoes sucessivas de radicais.

Diz Lagrange. ja perto do fim:

FEis aqui, se nao wme engano, o0s
verdadeiros principios da resolucao das
equagoes ¢ a andlise mais propria para
la chegar; tudo se reduz, como vemaos,
a uma espécie de cdleulo das combi-
nacoes, pelo qual encontramos a priori
0s resultados que devemos esperar. Se-
ria oporiuno aplicd-los ds equagoes do
quinto grau e dos graus superiores, cu-
ja resolugao € até ao momento desco-
nhecida; mas esta aplicagdo exige um
numere demasiado grande de investi-
gagaes e de combinagoes, cujo sucesso €
de resto muite duvidose, para que pos-
samos neste momento dedicar-nos a tal
trabalho; esperamos no enianto poder
voltar a isso noutra altura, e contentar-
nos-emos aqui com ter langado os fun-
damentos de wma teoria que nos parece
nova e geral.

Noutra passagem, Lagrange admite
que para o quinto grau pode nao ha-
ver uma férmula resolvente com radi-
cais como as que existem para os graus
anteriores.

Este trabalho de Lagrange teve
enorme influencia. O italiano Paolo
Ruffini, no virar para o século XIX,
coloca-se exactamente no mesmo ponto
de vista e apresenta uma demonstragao
da inexisténcia de uma férmula resol-
vente para as equacgoes de grau 5. Em-
bora o seu raciocinio tenha uma lacuna,
Ruffini procede a uma andlise pormeno-
rizada do que hoje chamariamos os sub-
grupos do grupo simétrico S;. Alguns
anos mais tarde, Cauchy elogia Ruffi-
ni e generaliza os seus resultados sobre
permutagoes. Pouco depois, Abel com-
pleta a demonstracao da inexisténcia de
tal formula resolvente. O raciocinio de

Abel combina as técnicas de Lagrange
com os resultados de Ruffini e Cauchy
sobre permutacoes.

O jovem Galois entra em cena logo a
seguir, por volta de 1830. Todos ji ou-
vimos falar da sua vida dramatica, da
sua morte num duelo aos 20 anos. da
noite anterior ao duelo fatal passada a
escrever cartas e resumimos das suas des-
cobertas.

Qual é a sua contribuigao exac-
tamente na questao das equacoes?
Ougamos as suas palavras:

Dada uma equagao algébrica de coe-
ficientes quaisquer, numéricos ou lite-
rais, reconhecer se as raizes podem ou
nao erprimir-se por radicais, tal € a
questao de que oferecemos uma solugao
completa.

A questao é muito mais subtil do
que a de saber se existe ou nao uma
formula resolvente geral. Demonstrada
a inexisténcia de uma tal formula geral
para as equacoes de grau superior a 4,
podia em principio dar-se o caso de pa-
ra cacda equagao numérica particular as
suas raizes se exprimirem usando radi-
cais em fungao dos coeficientes, sem es-
sas expressoes provirem de uma férmula
geral. Mas de facto nao é assim: ha
equagoes para as (uais isso é possivel e
ha outras para as guais nao é. E na-
tural que tal possibilidade dependa da
forma particular da equacao e das suas
raizes, e Galois esclareceu como se pro-
cessa essa dependeéncia.

A solucao de Galois é completa.
mas o importante nao é tanto o es-
clarecimento da velhissima questio das
equacoes. O importante é a extraor-
dindria fecundidade do nove ponto de
vista proposto, que é nem mais nem me-
nos que o da Teoria dos Grupos. criada
de modo fulgurante por Galois depois
do tactear de Lagrange, Ruffini e Cau-
chy com as permutagoes. O proprio Ga-
lois diz da questao da resolubilidade das



GAZETA DE MATEMATICA

19

equagoes por radicais:

Podemos afirmar que nao existe na
Andlise pura matéria mais obscura e
talvez mais isolada de tudo o resto.

O objecto de aplicagio da no-
a teoria sdo as equagoes. A cada
equacao Galois associa de forma preci-
sa um grupo de permutagoes das suas
raizes. E demonstra com extraordinaria
elegancia conceptual (e concisao, o que
niao ajudou os seus contemporaneos
a entende-lo) que a resolubilidade da
equacgao por radicals depende de o gru-
po ter ou nao ter certa propriedade (a
que hoje se chama selubilidade). relacio-
nada com a sua estrutura de subgrupos.
O grupo da equagao reflecte portanto se
esta goza ou nao da propriedade de ser
resolivel por radicais: tal acontece se e
50 se o grupo for solivel.

O que importa aqui é este original
ponto de vista. Na Historia da Ma-
tematica Galoils € uma figura virada pa-
ra o futuro, e nao, como aconteceria se
se tivesse limitado a esclarecer a obscu-
ra e isolada matéria das equagoes, vira-
da para o passado. A teoria dos grupos,
sobretudo a maneira como o seu criador
a usou, veio a invadir e a influenciar de-
cisivamente dominios variados da Ma-
tematica e das suas aplicagoes.

Da plataforma iniciada por Lagran-
ge e continuada por Ruffini, Cauchy e
Abel. Galois transporta a questiao para
um nivel completamente diferente, com

uma invencio conceptual que se liber-
ta do contexto original e se coloca no
centro da abordagem matemdtica mo-
derna a muitas questoes de Geometria
e Analise.

Uma analogia geométrica simples e
sugestiva permite compreender melhor
a definicao do grupo de uma equacgao.
Trata-se da nocao de simetria de uma
figura plana. Pense-se em todas as bi-
jecgoes do plano nele préoprio que con-
servam distancias (as chamadas tsome-
trias do plano), e dessas tomem-se ape-
nas as que transformam a figura dada
nela prépria. Este conjunto é um gru-
po. que se chama grupe das simetrias
da figura, e reflecte de forma natural a
forma da figura. pois traduz as possibi-
lidades de, movendo-a sem a deformar.
fazeé-la coincidir com ela prdapria.

Suponhamos por exemplo que a fi-
gura dada é um quadrado. Facilmente
se vé que uma isometria que transforme
o quadrado nele proprio tem de aplicar
vértices em vértices. O grupo procura-
do é portanto, numerando os vértices de
1 a 4, um subgrupo do grupo simétrico
S4. Mas nao é todo o S;. E sim-
ples ver que, designando por R a ro-
tacao de 90° no sentido directo em tor-
no do centro do quadrado, e por S. U.
T e V as reflexces relativamente as me-
dianas e as diagonais do guadrado. o
orupo tem exactamente oito elementos:
I.R.R?2. R3S, T.U,V. A sua tabela é

a seguinte:

el B R B U
T2 B s gt o W
ElIR B RB* § T U WV 8
Rl R ¥ R W W & 7
RElRe " F B R W 8 T U
S8 AT o B RA LR
7l W7 o vl O - R R -
g R RS R DU
vViiY U T 8§ & BPoR q



20

GAZETA DE MATEMATICA

Mas se tivermos mn rectangulo (nao
quadrado), o grupo de simetrias é mais
pequeno. Mantendo as notagoes aci-
ma, o grupo tera apenas os elementos
I.R?, 5. U. Um rectangulo é uma figu-
ra “menos simétrica” do que um quadra-
do. e esse facto é reflectido pela menor
riqueza do seu grupo de simetrias. Jda
uma circunferéncia tem um grupo de si-
metrias infinito. O grupo de simetrias
de uma figura “mede”assim a suas pro-
priedades de simetria.

A analogia agora é a seguinte. Se-
ja dada uma equacao p(z) = 0, com
p(z) € K[z]. Sejam Aj,....A, as
raizes da equacgao. A extensao M =
|, e An) vai desempenhar aqui o
papel do plano no exemplo acima, en-
quanto a equagao desempenha o papel
da figura a estudar. As transformagoes
bijectivas siao as aplicagoes de M nele
proprio que conservam as operagoes de
corpo, a que se costuma chamar auto-
morfismos de V; e dessas tomaimos ape-
nas aquelas que fixam os elementos de
K (e portanto transformam o polinémio
p(x) nele préprio). Estes automorfis-
mos sao os elementos do grupo de Ga-
lois da equacéo.

Facilmente se vé que um automor-
fismo de M que fixe os elementos de K
tem de aplicar raizes de p(x) em raizes
de p(x). (As raizes desempenham aqui
o papel dos vértices.) O grupo em causa
pode portanto ser visto como um sub-
arupo de S,;.

De novo podemos olhar para o
grupo de uma equacgio como, de al-
guma forma, medindo a “simetria”da
equagao. Para equagoes de grau 4
Oou menor, os seus grupos sao todos
soliveis, e as equagoes sao soliveis por
radicais.

Para o grau 5 ou superior, existem
equagoes tao “simétricas’que os seus
grupos ja nao sao soliveis, e é por-
tanto impossivel, pelo teorema de Ga-

lois, exprimir as raizes dessas equacoes
em termos dos coeficientes usando radi-
cais. Por exemplo, pode mostrar-se que
o grupo da equagao x° —4x+2 = 0 é Ss.
Este grupo nio ¢ solivel. o que signifi-
ta que ¢ impossivel exprimir as raizes
tdessa equagio a partir dos coeficientes
usando as quatro operacoes algébricas e
a extracgao de radicais.

Este ponto de vista concreto, em
fue 0§ grupos aparccent coma grupos
tle transformacoes — nao necessariamen-
te finitos — que deixam invariantes os
objectos mais variados, revelou-se ex-
tremamente fecundo noutros campos da
Matematica, nas maos de Klein, Lie,
Poincaré e Cartan. E sucederam-se
também, até aos dias de hoje, as apli-
cagoes a outras areas cientificas, como
a Cristalografia (na descricio das es-
truturas cristalinas que ocorrem na na-
tureza) e a Fisica (na classificagiao das
particulas fundamentais).

E

O segundo episadio que vou recor-
dar. ao pé do anterior, ¢ win fait divers,
mas tem o interesse de se passar em
Portugal. Trata-se de um conflito entre
duas personalidades bem conhecidas da
Histéria da Matematica em Portugal,
José Anastacio da Cunha e José Mon-
teiro da Rocha, e de uma intervengao
a respeito desse conflito. mais de um
século mais tarde. de Francisco Gomes
Teixeira, figura tutelar da casa onde nos
encontramos e, na verdade, de toda a
Ciéncia portuguesa.

José Anasticio da Cunha e José
Monteiro da Rocha foram ambos pro-
fessores na Faculdade de Matematica
da Universidade de Coimbra depois da
grande reforma de 1772 (os 1inicos por-
tugueses). As suas vidas foram muito
diferentes.

O primeiro nasceu em 1744, foi te-
nente num regimento de artilharia, e in-
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dicado pelo praoprio Marques de Pombal
ao Reitor da Universidade para profes-
sor na nova Faculdade., Quando D. José
morreu e o governo do Marqués caiu,
Anastacio da Cunha fol preso as ordens
da Inquisi¢ao, condenado num auto-da-
fé em Lisboa e impedido de voltar a
Universidade. Morreu de doenga com
apenas 42 anos. Nao ha tempo para dar
conta aqui das vicissitudes da sua vida,
que estao bem documentadas. Deixou
uma obra matematica notavel, de que o
aspecto mais saliente é a tentativa, em
alguns aspectos bem sucedida, de fun-
damentar a Anilise em bases rigorosas,
tarefa que s6 no século XIX. com Cau-
chy, Weierstrass e outros, se viu levada
a cabo por completo.

Quanto a Monteiro da Rocha. era 10
anos mais velho. Foi jesuita no Brasil,
tendo abandonado a Companhia quan-
do Pombal a expulsou do pais. Re-
gressado a Portugal na década de GO
do século XVIII, teve papel importan-
te na redacgio dos novos Estatutos pa-
ra a Universidade, sendo com naturali-
dade nomeado professor na Faculdade
de Matematica logo que esta foi eria-
da. Aqui ficou muitos anos, vindo a ser
director da Faculdade, director do Ob-
servatdrio Astronémico (que ele proprio
eriou) e vice-reitor da Universidade. Foi
um dos primeiros socios da Academia
das Ciéncias de Lisboa. Deixou vérios
trabalhos sobre Matematica e Astrono-
mia, e traduziu alguns manuais para
uso no ensino da Faculdade.

Das relagoes entre estas duas figu-
ras no inicio, enquanto conviveram na
Faculdade em Coimbra, nao temos in-
formacao precisa. Talvez o indicio mais
revelador seja um poema muito interes-
sante de Anastiacio da Cunha, intitu-
lado Contra os vicios que impedem o
progresso das ciéncias. O poema é um
didlogo entre dois personagens, Alcino
e Montésio. E provivel que se trate do

proprio Anastidcio e de Monteiro. A ser
assim, o poema revela da parte do pri-
meiro certo respeito e mesmo ternura
pelo segundo, embora com alguma iro-
nia:

Que te serve, Montésio, en-
velheceres

Curvado sobre os livros,
noite e dia...

Na resposta a Alcino, diz Montésio
que os fins que se propoe, em seus tra-
balhos, sao:

O ser 1til ao rei, a4 pitria,
ao estado;

O respeitar das leis o mando
augusto...

Seja como for, nao é dificil imaginar
0 contraste entre as duas personalida-
des. Anastacio da Cunha é um espirito
livre, um poeta apaixonado. Monteiro
da Rocha é a imagem do rigor austero,
um construtor de instituigoes, defensor
dos estatutos pombalinos durante anos,
muito tempo depois da queda do Mar-
ques.

Nos anos de 1785-8G, com Montei-
ro em Coimbra e Cunha ja em Lisboa
(professor na Casa Pia), os dois travam
uma polémica escrita muito violenta,
que revela grande degradagiao nas suas
relagdes. Tudo comega com uma car-
ta de Anastacio da Cunha a uma ter-
ceira pessoa, carta cujo texto se torna
publico. Monteiro da Rocha responde,
¢ hd uma réplica de Cunha. A causa
proxima da controvérsia é uma critica
de Anasticio da Cunha, na primeira
carta, a um prémio atribuido pela Aca-
demia das Ciéncias de Lisboa, num pro-
cesso em que esteve envolvido Monteiro
da Rocha.

Estes textos (publicados, com ex-
tensas notas, por Antdnio José Teixei-
ra na revista O Instituto entre 1890 e
1892) sao extremamente interessantes e
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reveladores. pela variedade de assuntos
tratados, pela vivacidade, pela dureza.
Neles ha de tudo um pouco: anilise de
questoes matems:ticas, reflexdes sobre
pedagogia, acusagoes de incompetencia,
remoques pessoais.

E impossivel resumir estes textos
aqui, e é pena (essa € que seria uma
verdadeira historia de contar!). Mas
das virias questoes matemiticas abor-
dadas, pode ter interesse recordar uma,
precisamente porque Gomes Teixeira,
em 1905, dedicou um artigo ao escla-
recimento dela.

Na réplica final de Anasticio da Cu-
nha — a que Monteiro da Rocha, que se
saiba. ja nao respondeu — le-se a certa
altura:

Nao é possivel tirar-se-lhe [a Mon-
teiro da Rocha] o costume de dar por
crroneo o gque nae entende!  Podia
lembrar-se do que lhe sucedeu com o
equacdo da ecatendria na sua Tradugao
da Mecanica do Abade Marie: do absur-
do que tmprimiu nas erratas presumin-
do que emendava o autor; e devia ter
algum respeito a quem estd acostumado
hda muito tempo a emendar-lhe os seus
erros. Mas sd caleula bem os nossos lu-
gares relativos. Fia-se em estar de alto,
¢ eu por terra.

A Mecanica do Abade Marie foi um
dos livros traduzidos por Monteiro da
Rocha. Em determinado trecho desta
obra, discute-se a catenaria, a curva cu-
ja forma é assumida por um cabo sus-
penso pelos extremos. Claro que na si-
tuagio de um cabo sujeito & forga da
gravidade se podem supor as forgas pa-
ralelas. O livro de Marie analisa a se-
guir o caso em que as forgas apontam
para um ponto, um centro de atraccao.
Depais de certas consideragoes, chesa-
se a representacao parametrica

x=zceos(f — ), y=zsin(fd— )

onde
1 —m? n 1+m? 2m
g — COs —
2 2 1+ ml;
e
: b+ a
2
m- = b > a).
bh—ua ( )

2 € o parametro da curva. a, b e €
sao constantes. e = é a norma do vector
(z.y), supondo que a origem das coor-
denadas esta no centro de atracgao das
forgas.

Diz Marie, sem demonstragao ou
mais comentarios:

Se m for um numero inteiro, a cur-
va € algébrica.

Na sua errata, Monteiro da Rocha,
nesta frase, manda substituir m por
m-+ i . E esta correcgao que Anastacio
da Cunha qualifica de *absurda”, e é es-
ta divergeéncia que Gomes Teixeira ana-
lisa, analise que, apesar de se tratar sem
cdhivida de uma questao de pormenor e
nao muito dificil, se revela interessante.

O texto de Gomes Teixeira, “Sabre
uma questao entre Monteiro da Rocha
e Anasticio da Cunha”™. é o primeiro
artigo do primeiro volume dos Anais
cientificos da Academia Politécnica do
Porto, que ele proprio fundou em 1905.

Para analisar a questao da alge-
bricidade da curva é bastante aébvio
que ¢ preciso ir a procura de re-
lagoes algébricas entre cosy, sing e

2m

cos ——— . Gomes Teixeira procede

1+m

; 4 ¢ { ;
assim. Suponha-se que ——— ¢ racio-

1 +-m*
nal, digamos
2m fat

1+m2 f

com o e 3 inteiros, Recordem-se as
férmulas de Bernoulli para o coseno e
0 seno do miltiplo de um angulo:
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[(2 cosw)”®

1
coshw = =
05 2

- l—](?cosw]k_z

k(k -3 =
+—(-—2!—){2t05w}k » -—]

sin kw = sinw | (2 cosw)* !
= E‘I'I_(EC{)S@)
I ()
21

Aplicando a primeira delas com k =
L

(Zeasa)= — ]

aew= 13 obtém-se
f

+ 7“(“2‘; 2) (2 cos £ ]

Aplicando as duas com k = § e
w= £ obtém-se

&

9 (s )"

-1
sin g = sin E [(2 08 %)
g=3
- % (2(‘05%)
N 8-5
(,6’ i —4) (2:.‘05 ?—;)

21
+-'-]

Agora tomemos as expressoes para

2 e y, recordando que _Em_ =y
; I1+m* B8
= z cos(f —
( 1 =m? l +m* s O )
2 b
« (cos @ cos  + sin #sin )

y =z sin(f — ¢)

e 1 —m? 1+m.2__nr'_
= 3 =+ 5 thﬁt,,

- (sin 8 cos ¢ — cos O sin )

Nestas duab expressoes vamos subs-

tituir cnsﬁ,.., cosy e sing pelas

férmulas anteriormente obtidas. Para
aligeirar a escrita ponhamos Z = cos ]

e W = sin % . Chegamos a um resulta-

do da forma

= AR Lo et g
+ W. (B].Znh“ﬂ_‘l 4 BQ.ZB"-B—Z =+ .. .)

Y= u‘SI.:l.Z'nH-":1r e I‘Ig.;.;?ﬂ'-'-‘r:‘-1 =+ ...

+ W. (51.2””“ 0 T )

Aqui Gomes Teixeira diz que
os coeficientes Ay, As,..., B1.Ba. ...,
ty.a9,..., by, ba,... sao “quantidades
constantes”. Este é um ponto interes-
sante. E evidente que estes coeficientes
sao fungoes racionais das constantes ori-
ginais a e b, e também, niao de #, mas de
cos# e sin@. Claramente os coeficientes
da relagao algébrica procurada entre x
e y vao ser deste tipo.

A existéncia dessa relagao é agora
facil de estabelecer. Ja temos duas re-
lagoes polinomiais entre z, y, Z e W.
Como também se tem

Z24+wi=1,
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eliminando Z e W entre as trés
equacoes temos uma relacao algébrica
do tipo g(z,y) = 0 entre = e y.

Conclusao: sob a hipdtese feita de

2m

1+ m?
sa ¢ algébrica (com coeficientes do tipo
descrito).

Esta andlise de Gomes Teixeira dd
razao tanto a Marie como. de certa for-
ma, também a Monteiro da Rocha. por-
que mostra que a curva é algébrica tan-
to quando m é inteiro (como diz Marie)

ser raci{:-nal, a curva e cail-

como quando m 4+ — é inteiro (como
m
diz Monteiro da Rocha), ja que em am-
2m

bos os casos ¢ racional. Claro

14+ m? _
que Monteiro da Rocha erra ao corrigir

Marie. mas nao erra na “correc¢ao” que
propoe.

Mas Gomes Teixeira nao pira aqui,
e mostra que uma pequena variante do
mesmo raciocinio sugeriria que a curva
s0 & algébrica se m for inteiro (cami-
nho provavelmente seguido por Marie,
e compreendido por José Anasticio da
Cunha) e outra variante sugeriria que
isso s6 acontece se m + 3 for intei-

m
ro (caminho provavelmente seguido por

Monteiro da Rocha. e que o tera leva-
do a errata criticada por Anastacio da
Cunha).

Diz Gomes Teixeira no inicio do seu

artigo:

Na lista dos matemdticos notdveis
que teve Portugal no século XVIII, ocu-
pam o lugar primordial José Monteiro
da Rocha e José Anastdcio da Cunha.
Foram ambos lentes na Universidade de
Coimbra na ocasiae da célebre refor-
ma desta grande instituicao pelo Mar-
qués de Pombal e foram ambos conside-
rados pelos seus contempordaneos como
homens de grande valor, conceito que
a histdria da ciéncia portuguesa confir-
mou. Este valor, sd eles. tnimigos irrve-
conciliaveis, o nao reconheciam um ao
outro; e por isso quem formasse opiniao
a respeito deles pelo que cada um dizia
do seu adversdrio. faria de ambos juizo
bem wnjusto.

Estas duas historias nao pretendem
ter moral nenhuma, mas apenas, como
disse atras, ilustrar o interesse que tem
olhar de perto para certos episodios e
personalidades neles intervenientes. Sé
assim se apreende completamente a “es-
pessura’ dessas personalidades, que faz
a verdadeira historia.

O Professor José Morgado pertence
seguramente a espessura, a substancia
da Matemdtica em Portugal neste
século. Creio que é isso mesmo que aqui
estamos a assinalar e a celebrar.




