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1. Seja K um corpo, n € Ne G = {X e M, (K): X = _\'T}. Mostre que, para a
soma de matrizes, G é um grupo.

2. Considere, em Ms (R):

F={[':_ 3]6A-!g(R):2(;-d 0Ab={)}

o=([23][5 2] 3])

(a) Prove que F é subespago vectorial de M» (R).
(b) Determine uma base e a dimensao de F.

(¢) Se possivel, encontre X,Y, Z € F, tais que (X, Y, Z) seja linearmente inde-
pendente.

(d) Determine uma base de F + G e uma base para F N G.

(e) F e G estao em soma directa? Justifique.

MR 2
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1 _3 Eﬁ[,{x;j(R)EB - 2 € Myx: (R).
-2

Se possivel, complete A e B de modo a que o sistemma AX = B seja:

3. Sejam A =

(a) Possivel e determinado.

(b) Possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 2.

4. Se possivel, dé exemplos de:

2 -1 3
(a) Uma matriz equivalente a L, =1 32
-1 0 -1
(b) Dois conjuntos de vectores, X e Y nun espago vectorial de dimensao finita
Vtaisque X #Y e (X) = (¥).
(¢) Uma aplicacao linear f de Ry [x] para R; [«] tal que Imf = (xE + 2x, —x* — 1)
e
243 — 2?2+ 1 € Nucf.
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N T 1
Considere as matrizes A = l a a e B = A |, com parametros
S - ]

a,f € R,

(a) Discuta, em fungao dos parametros o e 3, o sistema AX = B.

(b) Resolva, utilizando o método de eliminagao, o sistema AX = B, para
a = —1e 3 =1, indicando a solugio geral e duas solugoes distintas do
sistema.

Seja f : Ry [x] — R3, definida por f (p (z)) = (p(0),2p (1), —p (0)).

(a) Mostre que f é uma aplicagao linear,
(b) Determine uma base do micleo de f e classifique f.
(c) Determine f— ({(1,1,1)}).

Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa cada uma das seguintes afirmacoes:
(a) Se vy, v e vy sao vectores de um espago vectorial real V tais que 2v; + vy —

vy = 0y, entao (vq, ve,vz) é linearmente independente.

(b) O subespago vectorial de R*, F = ((1,0,1,0),(0,—1,1,1)) é o conjunto de
solugoes de um sistema de equacgoes.

(c¢) Qualquer aplicagao linear de My (R) para Ry [x] é um isomorfismo.
Sejam V um espacgo vectorial sobre um corpo K e F, G e H subespagos vectoriais
de V. Mostrequese V = F+GeG=Ha&(FNG),entao V = F+ H e
FNH={0y}.

Resolugao

. Fixe-se n € N. Repare-se que G é o conjunto das matrizes simétricas de ordem

n. Sabe-se ji4 que a soma de matrizes (quando definida) é associativa e tem por
elemento neutro a matriz nula do tipo apropriado. Para verificar que G é grupo
basta, portanto verificar os seguintes pontos:

i) G é fechado para a soma.

Sejam A e B dois elementos de G. Como se sabe que (A + B)T =AT 4+ BT, e
AT + BT=A + B, porque 4, B € G, a matriz A + B também pertence a G.

ii) G tem elemento neutro.
A matriz nula de ordem n, O, estd em G, pois é uma matriz simétrica.
iii) Qualquer elemento de ¢ tem simétrico em G.

Seja A um elemento de G. Como se sabe (—A) = — AT; mas —AT = —A,
porque A € G, portanto a matriz —A também pertence a G.
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(a)

(b)

()

(d)

E preciso verificar as condi¢oes da defini¢ao de subespago vectorial

i) A matriz [ g

0 o ] pertence trivialmente a F.

! ’
ii) Sendo [i Z] e [a} k ] dois elementos de F, a sua soma é

¢ d
a+a b+¥
[ ce+e d+d ]

Por hipétese b =0, =0, 2a —d=0e2a’ —d' = 0. Entdio b+ b'=0e
2(a+a')—(d+d') = (2a —d) + (2a’ — d') = 0 + 0 = 0. Daqui se conclui

a+a b+d
¢ i [ e+e¢ d+d ] € F.

[a o a b]_[ X b
ul)Sendo[c d]eFeAGR, ’\[f_- d]_[).c Xd]'
Por hipétese b = 0 e 2a—d = 0. Entdo Ab = 0e 2 (Aa)—Ad = A (2a — d) = 0.

- 2 Aa  Ab
Daqui se conclui que [ Ae | %o ] € F.

Um vector genérico de F' é uma matriz da forma ,coma,c€ R

2a

Como | (: 2{1 ] = & [é (2]] + r[? g ], o sistema de vectores

1 1
([ 0 g ] , [ ? g ]) forma um sistema de geradores de F. Sendo um
sistema linearmente independente é uma base de F. Como o nimero de

vectores de uma base de F é 2, dim F = 2.

Como foi visto na alinea anterior, dimF = 2 e, por isso é impossivel
encontrar em F um sistema linearmente independente com trés vectores.

1 0 0 0 01 =k 1
SabemobqueF+G=<[0 2]-[1 g]‘[l 2]’[ 1 0]>

-1 1 1 0 0 1
Como [ 10 ] = — [ 0 2 ] + [ 1 2 ] , e 0s restantes vectores for-
mam um sistema linearmente independente, concluimos que

([é (2}]'[{1] g}l:? é:l)éumabasedeF-!-G.

Sabendo que dimF + G = dim F + dimG — dim (F N G), concluimos
dim(FNG)=1.

Cumo[ (1) g ] pertence a F e a G, uma base de FNG pode ser ([ (1) g ]) .

F e G nao estao em soma directa porque dim (F NG) = 1.

O sistema AX = B é possivel e determinado se e s6 se car [A|B] =

car (A) = 3 (pois o nfmero de incégnitas é 3). Uma possivel forma
12 0 2

s . & 0 0 1 0 ;

de completar as matrizes é entao A = ‘I a _3 e B = 2 |- Uti-
00 -2 0



(b)

(b)

(a)

lizando o método de condensagio verifica-se facilinente que estas matrizes
satisfazem a condigao pretendida.

O sistema AX = B é possivel e determinado se e sé6 se car [A|B] =
car (A) = 2 (pois no caso do sisteina ser possivel o grau de indeterminacao
é ignal a diferenca entre o nunero de incognitas e a caracteristica de A).

108 L8
Q0 1
Umna possivel forma de completar as matrizes é entao A = 1 2 -3
s ' ca
3 3
2
0
e B = 2 | . que se verifica facilmente estarem nas condigoes pretendi-
4
das.

Sabe-se que efectuando qualquer operacao elementar nas linha ou colu-
nas de mna matriz se obtém wma matriz com a mesma caracteristica da

primeira. Um possivel exemplo pode ser a matriz 1 -1 2 obti-
-1 0 -1

da da matriz inicial por multiplicagao dos elementos da primeira linha por
dois.

Outra possivel resolugao seria caleular a caracteristica da matriz inicial
e dar como exemplo qualquer matriz com a caracteristica obtida, pois
duas matrizes do mesimo tipo sao equivalentes se e s6 se tém a mesma
caracteristica.

No espago vectorial R?, podem-se cousiderar os conjuntos X = {(1,0,0)}
eY ={(2,0,0)}. X #Y e (X)= (Y}, pois (1,0,0) € (Y) — (1,0,0) =

5(2.0,0) e (2,0,0) € (X) — (2,0,0)=2(1,0,0).

Considere-se o sistema de vectores (22 — 2% + 1,22, 2, 1), que se verifica
facilmente ser nma base Ry [2] pois é mmn sistema lineariente independente
com quatro vectores. Defina-se, por exemplo, a seguinte aplicagao f através
das imagens dos vectores dessa base:

f (2:1'3 — 224 1) =0

b 3 (:rg) =22+ 2

f(x)=—-22-1

F()=—z2-1.

Por coustrugao, 2+% — 22 + 1 € Nucf e como se sabe que /i f é gerado
pelas imagens dos vectores de gualquer base tem-se que

Imf = (U. w2 42z, —z2 — 1, =% = 1) = (;r2 + 2z, SRt 1).

Vamos condensar a matriz ampliada do sistema. de modo a poder proceder
a discussao:



1T TS i ! 1 1 1 1

l a a |f J— 0 n—1 a-11]14-1

1 A8 0 0 a?-1|8-1

Sea #1ea # —1. car [A|B] = car (A) = 3 - o sistema ¢é possivel e
determinado.

1 «

Se a = 1, os casos sao
B =1, car [A|B] = car (A) = 1 e - 0 sistema ¢é possivel e indeterminado,
com g.i.= 2.
B #1, car [A|B] = 2, car (A) = 1 e o sistema é impossivel.
Se n = —1 os casos sio
3 =1, car [A|B] = car (A) = 2 e o sistema é possivel e indeterminado,
com g.i.=1.
B # 1, car [A|B] = 3. car (A) = 2 e o sistema é impossivel.
(L) Utilizando os cdleulos da alinea anterior, comec¢amos a resolugao do sistema
com a condensagao seguinte:

I TR ) o R i A0 15 (Dl o A
0 -2 =20 = [0 1 1|0 |"=="[0 1 1]0
0 0 0|0 0 0 0]0 Q-0 Q|0
Assim, o sistema inicial é equivalente a
gr=1
xa+x3=10
e o conjuuto de solugoes do sistema é S = {(ry.wo.23) 0y =1 € w0 = —ry}.

Duas solugoes do sistema podem ser. por exemplo, (1.0,0) e (1.1. —1).

(a) Uma condi¢ao para que [ seja linear é
Vo g € Rafo] Vo, B € R f ((ap + Ba) () = of (p (+)) + O (g (a))

Esta condicio é satisfeita, pois se p e ¢ sao elementos arbitririos de Ra [x]
e a,d € R, tem-se:
f((ap+Bq)(x)) = ((ap+ Bq)(0),2(ap+ Bq) (1), — (ap + A4) (0))
= (ap(0)+Bq(0),2(ap (1) + Bq(1)).— (ap(0) + A (0)))
= (ap(0).2ap(1).—ap(0)) + (Bq(0),283q (1).—Fq (0))
= (ap(0),2p(1),—p(0)) + B(q(0).29(1).—q(0))
= af(p(=)+Af(a(x)).

(b) Nuef = {p(x) € Ralx]: f(p(x))=(0,0,0)}, que também se pode es-
crever {p(e)eRafx]: (p(0).2p(1),—p(0)) =(0,0,0)}. Sendo p(x) =

] o |

ax? + bx= + cx + d, as trés condigoes seguintes sao equivalentes,

(p(0).2p(1),—p(0)) = (0,0,0)



d=1}
2(a+b+ec+d)=0
—d=10

d=10
a+b+c=0

Um vector genérico de Nucf é, portanto, qualquer polinémio da forma
p(z)=(=b—c)a® + bx? + e, (b,c € R).

Como (—b—c)a® + bz +cax = b (—:z3 + 12) + e (—:r3 + a:), os vectores
—23+2? e —2? + & formam um sistema de geradores de Nucf e como for-
mam um sistema linearmente independente de vectores,
(=23 + 22, —z* 4+ z) é uma base de Nucf.

A funcdo f nao é injectiva porque Nuef # {0} e nio é sobrejectiva porque
Imf #R3 poisdimImf=4—dimNuef =4—2=2.

{114} = {p(x) eRafa]: f(p(x)) =(1,1,1)}, que é o
{p(«) € Ra[z]: (p(0),2p (1), —p (0)) = (1,1,1)} e este & B, pois p (0) nao
pode ser simultaneamente 1 e —1.

A afirmacgao é falsa pois 2v; + vo — vz = Oy é uma combinacao linear nula
nao trivial dos vectores vy, va e v3.
Verdadeira, qualquer subespaco vectorial de R* é o conjunto de solucdes
de algum sistema de equagdes.
A justificagao pode também ser dada determinando o sistema: (r,y,z,w) €
F é equivalente a (z,y,z,w) € ((1,0,1,0),(0,-1,1,1)) que também é
equivalente a (x,y,z,w) é combinagio linear de ((1,0,1,0), (0, —1,1,1)),
ou seja ((x,y,z,w),(1,0,1,0),(0,-1,1,1)) é linearmente dependente, on
IR | (R T
ainda, a matriz | 0 -1 1 1 tem caracteristica dois.
i SUE TN R
Basta entdo determinar condigoes sobre z,y, z e w de forma a que a matriz
tenha caracteristica dois. Considere-se a condensagao

LS R P o a ] &
T Wl TR il =il N T
£ ¥ w 0

Lz+L 0 1 0
z==10 -1 1 1
| 0 0 z—z4+y w+y
Concluimos que
(v,y,z,w) EF & —24+y+2=0

ey+w =0, ouseja F:= ((1,0,1,0),(0,—1,1,1)) é o conjunto de solugdes
do sistema de equagoes

—z+y+z=0
y+w=20



(e¢) A afirmagao é falsa, basta considerar a aplicagao linear nula de M (R)
para Rj3 [z], que é trivialmente nao injectiva nem sobrejectiva.

8. Sendo v um elemento arbitrario de V, como V = F + G, existem f € Feg € G
tais quev=f +g (1)

Usando a hipétese de G = H @ (F N G), existem h € H e fy € F NG tais que
g = h + f1. Substituindo em (1), obtém-se v = (f + f1) + k. Conclui-se que
V=F+H.

Tem-se ainda

dimV =dim F +dimG —dim (FNG) (2)

dimG =dim H +dim(FNG) (3)

Por (2) e (3), dimV = dim F + dim H o que implica FNG = {0v}.



