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O presente trabalho pretende ilustrar a utilização de um exercício aparentemente 
rotineiro de Cálculo Combinatório (a nível de 12°auo) para motivar a abordagem de 
algumas questões de técnicas de contagem aritmética (divisibilidade, decomposição 
ern factores primos). 

1 O exercíc io 
Num conhecido manual para o 120auo {[YG]), surge o seguinte exercício uo capítulo 

dedicado ao cálculo Combinatório: 
Quantos produtos diferentes de três factores distintos é possível formar com os 

uúmeros 2, 3, 5 e 7 ? 
A maioria dos alunos resolve-o rapidamente: dá ' ! C 3 = 4! Quando instados a 

explicar o raciocínio apresentam razões do tipo "Como não pode haver repetições e a 
ordem não interessa (a multiplicação é comutativa), e com combinações e é evidente 
que têm de ser de 4 objectos tomados de 3 o 3, peto que dá 4Cj = 4 O resultado 
obtido pode ser confirmado facilmente enumerando todos os possíveis produtos nas 
condições de enunciado: 2 x 3 x 5 = 30, 2 x 3 x 7 = 42, 2 x 5 x 7 = 70 e 3 x 5 x 
7 = 105, Trata-se de um exercício considerado, em geral, muito fácil e de rotina; 
no manual surge integrado muna série de exercícios mais ou menos imediatos na 
margem das páginas dedicadas às combinações. Sucede porém que se podem construir 
algumas variantes deste exercício que levam à consideração de questões interessantes 
de técnicas de contagem e de aritmética, que normalmente não são abordadas no 
Ensino Secundário. 

2 A lgumas variações 
Uma ideia que surge naturalmente é considerar produtos de dois factores escolhidos 

entre 2, 3, 5 e 7; pelo raciocínio anterior, deveria haver 4 C 2 = 6 desses produtos, o que 
é fácil de confirmar. Porém, se trabalharmos com números 2 ,3 ,4 , e 6, verifica-se que 
existem apenas 5 produtos distintos de dois factores, já que 2 x 6 e 3 x 4 valem ambos 
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12. Confrontados t o m esta situação. a maioria dos alunos atribui a discrepância k 
diferente natureza dos números nos dois casos, de m o d o limito vago (por exemplo, 
afirmam que no segundo exemplo t odos os números são pares e no primeiro não) . 
Sugerimos então aos alunos duas hipóteses de trabalho: 

1. Será que diferença de comportamento tem algo a ver com o Tacto de no exercício 
inicial estarmos a considerar produtos de Ires factores escolhidos entre quatro e na 
segunda dois ent re quatro ? 

2. Será que diferença de comportamento tem algo a ver com os números particu-
lares em causa í 

Salientamos ainda que qualquer que seja a causa, a discrepância verificada sugere 
que o raciocínio feito paia resolvei o problema iniciai está, no mínimo, íiuomplet.o. 
ainda que o resultado final esteja certo (algo que não parece perturbar muitos alunos, 
que afirmam que estando o resultado certo, D raciocínio não importa muito ...) 

2.1 A primeira hipótese 
Sejam r . i / . z . c ie quatro números naturais distintos. Será que os produtos de três 

factores distintos escolhidos entre eles tem de ser diferentes '! A chave de resposta 
encontra-se na seguinte observação: Dois quaisquer subconjuntos diferentes com 3 
elementos de um conjunto com ! elementos tem de tei dois elementos em comum. 
C o m efeito, sejam A um conjunto c o m ! elementos o IJ e C subconjuntos distintos 
de .'1 com .i elementos. Col l io li U C = A e # ( Z ? U C ) = + §C' - # (B D C) vem 
4 = ! ! + 3 - # ( / J U C ) e portanto # ( / í f t f ) = 2, c o m o desejávamos. Assim, se dois 
dos produtos referidos fossem iguais, teriam necessariamente dois factores iguais e os 
terceiros factores em cada tllii deles teriam de se) iguais também. Estabeléce-se pois 
iiuia Injecção entre os siilicoujuntos de tres elementos e os produtos de três factores 
distintos; c o m o há exucfiuiicntc 'Ca = ' subconjuntos nestas condições, fica completo 
o raciocínio feito quando da resolução inicial. 1\ instrutivo ver porque motivo este 
argumento falha para produtos de dois factores: é que uni conjunto com i elementos 
{.; . / / . ; , » } tem subconjuntos disjuntos com dois elementos como, por exemplo, { . i , ; / } 
c { ; , » !•} . 

S u g e s t ã o p a r a u m t r a b a l h o m a i s a v a n ç a d o : 

Prova qup.. se ti pari ir de n mimam.* tlnJ.urti is distintos, foiíiutrinos todos 
os possíveis produtos dt n — 1 fuel ores diferentes. esses produtos são em 
número de nCn—l = » prática, Irmos proposto geneializaçõr.s mais 
simples, como o caso de n = 

2.2 A segunda hipótese 
Será possível obter um resultado do tipo 

"Sc ti partir de n mim cios natura is distintos, formarmos todos os possíveis 
pmdntos de A' faeton s diferentes (2 A- < n — 1). esses prodult/s são t:m 
número de = TI '. 
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mediante a imposição de restrições razoáveis aos uúmeros considerados? (consider-
amos k ^ I. já (pie o caso dc /,• = 1 leni pouco interesse e. além disso, a generalidade 
dos alunos aclia bizarra a ideia de produtos com um só factor). Como já referimos, 
muitos alunos inclinam-se para esta hipótese, embora Hão sejam capazes de formulai' 
hipóteses satisfatórias sobre a iiatureza dos números a considerar. 

Voltemos aos números 2 ,3 .3 , e 7. Como todos são primos, se dois quaisquer pro-
dutos de dois factores formados a partir deles fossseiu iguais, leríamos duas decom-
posições em factores primos distintas do mesmo numero, o que contraria a unicidade 
da factorização em números primos no conjunto dos números naturais. Naturalmente, 
este argumento não é aplicável ao caso dos números 2 ,3 ,4 e li. Um raciocínio auálgo 
justifica a seguinte afirmação 

"Si II partir de ti N ti mero* vahiinis pi imos distintos. fortnarnHox t,tidos <•> 
possíveis farltm s de I, [actores d ifere nt es (2 < k < ri — 1). esses produtos 
são cu) n li.•.'.' < rit ite 

' ]CIMO.- , asssiiu Unia restrição conveniente a impor aos números em causa. 1- dc rclcrir 
qlíé nesta propriedade está a justificação de uma antiga e curiosa designação OHS 
combinações (produtos diferentes), actual mente em desuso (ver[SSj), 

Exercício: 
A eriqêiiria de todos os tnlmt ros serem primos e condição stijiriritli pata o iisnl-

iadn, Ser d também ntire ss ári a Y 

Temos verificado que a análise desta segunda hipótese é muito mais difícil para os 
ajiuios. Na verdade, a nível do 12"ano. a generalidade dos alunos nem sequer sabe 
o que é um número primo, quanto mais questões subtis"como a unicidade da de-
composição.... Esta situação lamentável não é de estranhar, já que. depois de algum 
contacto com números primos e decomposição a uivei do 2°ciclo e. a titulo de revisão, 
no 7°an0 de escolaridade, estes assumos nunca mais são estudados lio ensino pre-
uidversitário. Além disso, são em geral, abordados numa perspectiva utilitária coiuü 
o uso de decomposição em factores primos para a determinação tio menor múltiplo 
comum nos cálculos ruiu fracções (que diga-se de passagem, muitos alunos esquecem 
rapidamente). Não nus parece, aliás, razoável uma perspectiva mais ambiciosa com 
alunos dos 10 a IH anos. Assim, numa tentativa de inverter esta situação, temos 
usado precisamente este problema como motivação para levar alunos já num estágio 
ile desenvolvimento mais avançado a um estudo uni pouco mais aprofundado tia Ar-
it luética. 
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