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O presente trabalho pretende ilustrar a utilizagao de nm exercicio aparentemente
rotineiro de Célculo Combinatério (a nivel de 12°ano) para motivar a abordagem de
algumas questoes de técnicas de contagem aritmética (divisibilidade, decomposigio
em factores primos).

1 O exercicio

Num conhecido manual para o 12%ano ([YG]), surge o seguinte exercicio no capitulo
dedicado ao cilculo Combinatério:

Quantos produtos diferentes de trés factores distintos é possivel formar com os
numeros 2,3,5e 7 7

A maioria dos alunos resolve-o rapidamente: dd 'C3z = 4! Quando instados a
explicar o raciocinio apresentam razoes do tipo "Come nao pode haver repetigies e a
ordem ndo interessa (a multiplicagdo é comutativa), é com combinagies e € evidente
que tém de ser de 4 objectos tomados de 3 a 3, pelo que dd *C3 = 4 7. O resultado
obtido pode ser confirmado facilmente enumerando todos os possiveis produtos nas
condigoes de enunciado: 2 x 3 x5=30,2x3xT7=42,2x5x7=70e3 x5 x
7 = 105. Trata-se de um exercicio considerado. em geral, muito ficil e de rotina;
no manual surge integrado numa série de exercicios mais ou menos imediatos na
margem das paginas dedicadas as combinagoes. Sucede porém que se podem construir
algumas variantes deste exercicio que levam a consideragio de questoes interessantes
de técnicas de contagem e de aritmética, que normalmente ndo sao abordadas no
Ensino Secundario.

2 Algumas variagoes

Uma ideia que surge naturalmente é considerar produtos de dois factores escolhidos
entre 2, 3,5 e 7; pelo raciocinio anterior, deveria haver Cs = 6 desses produtos, o que
é facil de confirmar. Porém, se trabalharmos com nimeros 2, 3,4, e 6, verifica-se que
existem apenas 5 produtos distintos de dois factores, ja que 2 x 6 e 3 x 4 valem ambos
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12. Counfrontados com esta sitnacio, a maijoria dos alunos atribni a discrepancia a
diferente natureza dos mumeros nos dois casos, de modo nmito vago (por exemplo,
afirmam gue no segundo exewplo todos os wiineros sio pares e no primeiro nio).
Sugerimos entao aos alunos duas hipoteses de trabalho:

1. Sera que diferenca de comportaniento tent algo a ver com o facto de no exercicio
inicial estarmos a considerar produtos de tres factores escolliidos entre gquatro e na
segunda dois entre guatro 7

2. Sera que diferenca de comportamento tem algo a ver com os niineros particu-
lares enn cansa 7

Salientamos ainda que qualguer que seja a cansa. a discrepancia verificada sugere
que o raciocinio feito para resolver o problema inicial estd, no minimo, incompleto.
ainda que o resultado final esteja certo (algo qne 1ao parece perturbar mnitos alunos.,
gqne afirmam que estando o resnltado certo, o raciocinio nao inporta muito ...)

2.1 A primcira hipdtese

Sejann a, g,z e w quatro mitteros vatnurads distintos. Serd que os produtos de tres
factores distintos escolliidos entre eles tem de ser diferentes 7 A chiave de resposta
enconlra-se na seguinte observacao: Dois gquaisquer subeonjuntos diferentes comn 3
elementos de win conjunto comr 4 clementos tew de ter dois elementos e connun.
Com efeito, sejanr A mn conjunto cotn 4 elementos ¢ 3 e € subeonjuntos distintos
de A com 3 elementos. Como BUC = A e #(BUC)=#D +#C —#(BNC) vewn
4=3+3—=#(BUC) e portanto #(0 0 C) = 2, como desejavamos. Assin, se dois
dos produtos referidos lossenn iguais. teriai necessariamente dois factores iguais e os
terceiros factores e cada nin deles teriaan de ser ignais também. Estabelece-se pois
wna bijecgao entre os subconjuntos de tres elementos e os produtos de tres factores
distintos: como hi exactamente 'Cy = 4 subeonjnntos nestas condicoes, lica conpleto
o raciocinio leito quando da resolngao inicial. [ instrutivo ver porque molivo este
argmmento fallia para prodatos de dois faetores: ¢ gue mn conjunto com 4 elementos
{oroy. 2w} tem subconjuntos disjuntos con dois elementos como, por exemplo, {, y}

e {z. e},

Sugestao para um trabalho mais avangado:

Prove que. se a pactie de wooaimervos nalurais distintos, formarmos todos
os possiveis produlas de n — 1 foctores diferentes, csses produtos sao cm
numers de "Cy_y = n (na prdatica, temos proposto generalizacoes mais
simples. como o easo de o = 35).

2.2 A segunda hipdtese

Serd possivel obter nin resultado do tipo

"Se a partiv de nowimeros nafurals distintos, formarmaos todos os possives
produtos de k factores difeventes (2 < bk < w — 1), esses produtos sao cm

mimern de "Cp_1=mn 7,
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mediante a imposicao de restricoes razodveis aos nmuneros considerados? (consider-
amos k # 1, ja que o caso de k& = 1 tewn pouco interesse e, aléimn disso. a generalidade
dos alunos acha bizarra a ideia de produtos com mn 86 factor). Como jid referimos.
nitos alunos inclinan-se para esta hipétese, embora nao sejain capazes de formlar
lipéteses satisfatorias sobre a natureza dos meros a cousiderar.

Voltemos aos muneros 2.3, 5, e 7. Como todos sao primos. se dois guaisquer pro-
dutos de dois factores formados a partiv deles fosssemn ignais. terfamos duas decoin-
posi¢aes em factores primos distintas do mesio mimero, o que contraria a unicidade
da factorizagao em wnneros primos no conjunto dos nnmeros naturais. Naturahnente,
este argiento nao é aplicdvel ao caso dos muneros 2, 3.4 e 6. U raciocinio andlgo
justifica a segninte alirmacao

“Seoa partir de o owdbimeros naturais primos distintos, formarmaos todos os
possiveis factores de b factores difeventes (2 < b < n — 1), vsses produtos
san em mimero de "Cy) UL
Temos asssim mna restricao conveniente a inpor aos NUNLETOS O CRILSL. I de referir
que nesta propriedade estid a justificagao de mmna antiga e enriosa designacio das
combinagoes (produtos diferentes), actnalmente em desnso (ver[SS)).

Exercicio:
A emigéneia de todos s mimeros sevem primos © condigao suficrente para o vesul-
tado. Serd também necessaria ¢

Teos verificado que a andlise desta seguuda hipétese ¢ mnito mais dificil para os
alunos. Na verdaude. o uivel do 12%mo, a generalidade dos alunos nem sequer sabe
O que é i muuero primo. guanto mais gnestoes “snbtis” como a nnicidade da de-
composicao.... I2sta situacao lanentdvel nao ¢ de estrauhar, ja que. depois de algim
coutacto com winieros primos ¢ decomposicao a nivel do 2%iclo e, a titulo de revisao,
no 7°
nniversitario. Além disso. sao e geral. abordados muna perspectiva utilitdria como

ano de escolaridade, estes assnntos nunea ais sao estudados no ensino pré-

o uso de decomposicao e fuctores primos para a determinagao do wmenor nniltiplo
conn nos calenlos comn (raccoes (que, diga-se de passagen, mnitos alnnos esquecen
rapidamente). Nao nos puarece, alids, razodvel ma perspectiva mais ambiciosa comn
alunos dos 10 a 13 avos. Assiin, muna tentativa de inverter esta sitnacio, temnos
usado precisainente este problemna como wotivagao para levar alunos ja mun estigio
de desenvolvimmento mais avancado a win estido mn pouco mais aprofundado da Ar-
itimética.
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