
G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A N° 1 3 9 

Julho de 2000 

Ref lexão sobre um teorema de Jacques Bernoull i 
relativo a secções cónicas 

Rosa Maria Ribeiro e Maria do Céu Silva 

Faculdade de Ciências da Universidade do Porto 

R e s u m o 
Quando pensamos na parábola como curva plana definida como o conjunto dos pon-
tos que estão a igual distância de ura ponto fixo (o foco) e de uma recta dada (a 
directriz), associamos-lhe inevitavelmente uma equação do tipo y2 = px, que se diz 
equação reduzida da parábola, onde p é o parâmetro. Mas, nem a parábola nem a 
elipse e a hipérbole, foram sempre interpretadas desta maneira. Apolônio obteve es-
tas curvas seccionando um cone oblíquo de base circular por uru plano em condições 
especiais e indicou, para cada uma delas, uma propriedade que a caracterizava. No 
caso da parábola, a propriedade característica envolvia um segmento, que Apolônio 
designou por latus erectum e ao qual corresponde actualmente o parâmetro. Para 
0 latus erectum, Apolônio determinou uma expressão dependente do cone gerador e 
do vértice da cónica: contudo, a sua interpretação não permite um reconhecimento 
geométrico imediato desta grandeza. 

Em finais do século XVII , Jacques Bernoulli deduziu um processo simples de re-
conhecer geometricamente, no cone gerador, um segmento de comprimento igual ao 
do parâmetro, tomando como suporte a definição de parábola dada por Apolônio 
(Apolônio, Cónicas, Livro I, proposição XI). 

E esse teorema de Bernoulli, Novum Theorema Pro Doc.trina Sectionum Corn-
ear um. que vai ser objecto da nossa reflexão. 

1 Def inição de parábo la dada por A p o l o n i o 
"Se um cone é cortado por um. plano que passa pelo eixo e, por um outro 

plano que. corta a base do cone segundo uma recta perpendicular à base 
do triângulo passando pelo eixo; se, além disso, o diâmetro da secção é 
paralelo a um dos lados do triângulo que passa pelo eixo, o quadrado de 
qualquer recta conduzida da. secção do cone paralelamente à secção comum 
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do pla.no secante e da base do cone atâ ao diâmetro da secção equivali', 
ao rectângulo di limitado pria rccta que cia curta sobre o diâmetro, do 
lado ao vértice da .secção, e por nina certa recta cuja razão para a rcrtn 
situada entre o ângulo do cone e. o vértice da secção é a mesma que a 
do quadrado da base do triângulo passando pelo eixo para a do rectângulo 
delimitado pelos dois outros lados do triângulo. Chamaremos a tal secção 
uma parábola'' 

{Ver E ec ke, Les Coniques Apollonius de Perge, p. 21 ). 

Convém explicitar, no que ficou dito, que a teoria que Apolonio desenvolveu sobre 
cónicas começou com uma definição inovadora de cone (cujo eixo não era obrigatori-
amente perpendicular à base) e utilizou nela o conceito de triângulo axial (triângulo 
passando pelo eixo). Definiu r;ixo do cone c omo a recta que une o vértice do cone ao 
centro do círculo da base, plano axial como o plano que contém o eixo e é perpendic-
ular à base e designou por triângulo axial a intersecção do piano axial com o cone. 
Dois dos lados deste triângulo são geratrizes do cone e a sua base é um diâmetro do 
círculo tia base. Relativamente ao plano dr secção. Apolônio tomou-o perpendicular 
ao triângulo axial, de modo a interseclar a base deste triângulo (ou o seu prolonga-
mento) segundo uma recta perpendicular a essa base. No caso particular da parábola 
o plano de secção é, também, paralelo a um dos lados tio triângulo axial e inter sec ta 
o outro lado e a base desse triângulo em dois pontos que têm papel preponderante 
na definição da cónica. O primeiro é o vértice da parábola e o segundo define com o 
vértice o eixo da parábola, segmento que Apolônio designou por lahis traiisversum. 

Com base nestes conceitos, designando por II o vértice da parábola e por 110 o seu 
eixo; designando ainda por K um ponto qualquer da curva e por G o seu projectado 
ortogonal sobre o eixo. a propriedade definidora da parábola pode traduzir-se pela 
relação CA ' 2 = HT • HG. (Fig. l ) 

» 

Fig.l 
Na figura encontra-Se também representado o segmento IÍT utilizado por Apolônio 

na definição da curva e designado por lat.u.s erectum. Este segmento era obtido por um 
processo 9 correntemente utilizado na Geometria Clássica Grega e em termos actuais 
pode exprimir-se pela relação 

HT_ CD2 

HA ~ AC • A D * 
tJ Referimo-nos ao processo de aplicação de áreas. 
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ou seja, depende apenas d o triângulo axial e do vértice da parábola, como. aliás já 
atrás referimos. 

Estão agora reunidas as condições para apresentarmos o teorema de Jacques 
Bernoulli, que atrás referimos, e que Cl ias lew. na sua obra Aperçv Historiijite dfí.s 
Methode.* eu Gvomét.ric enuncia como se segue. 

2 Novum theorema pro doctrina sectionum, coni-
carurn 

"Tomando um plano paralelo ri boat de um conn e silvado à mesma distância do 
sen vértice que o plano do secção cónica iluda, este plano iiifer.it ciará o cone segundo 
um círculo rujo diâmetro será o latus rectum 10 da cónica." (Be.i*nonI li,Obra, com-
pleta. vol. /. pp. 45 4$) 

Apresentamos a demonstração no caso particular em que o piano de secção é 
paralelo a uma geratriz, isto é. quando a secção cónica é uma parábola. Con-
sideremos um cone de vértice A e base circular n e designemos por o o plano de 
secção. Seja ACD o triângulo axial e HO o eixo da parábola. Note-se que H0\\AI) 
(pela natureza da cónica). Tracemos A/±n c AB±HÚ; tomemos Ar em AL tal que 
d(A.N )-d( A .o ) = d(A .HOJ=d(A,B), Consideremos, agora, um plano ß, paralelo a n 
passando por N. O plano ß intersecta o triângulo axial ACD lios pontos F e £ que 
são as extremidades do diâmetro do círculo produzido no cone pelo plano ß. (Fig.2) 

Mostraremos que EF é o latus rectum. 
Comecemos por traçar por A uma recta paralela à base, CD. do triângulo axial; esta 
recta intersecta HO em L. Por H t racemos outra recta paralela a CD que intersecta a 
geratriz A D em A', , . 

Os triângulos ABL e ,4NE são congruentes pois Ali — AN (por construção), 
ZADL = ZANE (rectos) e ZD AL = ZN AE (pois ZBAL = ZN AL - ZN A13 = 
ZEAB — ZNAB = ZNAE). Desta congruência podemos concluir que AL = AE. 
Por outro lado, do facto de HXA L ser um paralelogramo (pois X B || AL e BL || 
resulta que XH — AL. Assim, XII — AL e AL — AE, donde, XII = AE. Como, 

o 
Fig.2 

i o A 
designação latus erectum, utilizada .por Apolonio, foi substit uída, na Renascença por lotus 

rectum. 
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além disso, OK triângulos AHX, AFE e ACD são semelhantes (pois têm os ângulos 
iguais cada um a cada uni), vem 

EZ-. - áÈ. - ^Ji C D - X H 

XH ~AX' ~ÃC ~ ~HÃ e ~ÃD ™ ~ÃX' 

Das igualdades = e XH = AE, resulta X H2 = EF - AX. 

De acordo com a relação j f j = -\\---\jj atrás estabelecida, vem: 
HT CD2 _ CD CD_ _ XH_ XH XH2 EF - AX EF 
HA ~ AC • AD ~ ÃC ' ~ÃD ~ ~H~Ã ' ~ÃX ~ HA • AX ~ HA • AX ~ TTÃ' 

donde HT = EF. Este teorema de Bernoulli permite colocar, com facilidade, uma 
cónica dada sobre um cone também dado. Referindo-se a ele Cliasles diz o seguinte: 

"Apolonio e os geómetras que escreveram, depois dele, deram diferentes ex-
pressões geométricas, tomadas no cone, do comprimento do lotus rectum, 
para cada secção, mas nenhuma nos pareceu tão simples e tão elegante 
como a de .Jacques Bernoulli." 

(Chastes, Aperçu Historique des Méthodes en Géométrie, p, 19) 
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