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Resumo

Quando pensamos na pardbola como curva plana definida como o conjunto dos pon-
tos que estdo a igual distancia de um ponto fixo (o foco) e de uma recta dada (a
directriz), associamos-lhe inevitavelmente uma equacio do tipo y? = pz, que se diz
equagao reduzida da pardbola, onde p é o pardmetro. Mas, nem a pardbola nem a
elipse e a hipérbole, foram sempre interprefadas desta maneira. Apolénio obteve es-
tas curvas seccionando um cone obliquo de base circular por um plano em condigoes
especiais e indicou, para cada uma delas, umna propriedade que a caracterizava. No
caso da pardbola, a propriedade caracteristica envolvia um segmento, que Apolénio
designou por latus erectum e ao qual corresponde actualmente o parametro. Para
o latus erectum, Apolénio determinou uma expressao dependente do cone gerador e
do vértice da eénica; contudo, a sua interpretagao nao permite um reconhecimento
geométrico imediato desta grandeza.

Em finais do século XVII, Jacques Bernoulli deduziu um processo simples de re-
conhecer geometricamente, no cone gerador, um segmento de comprimento igual ao
do parametro, tomando como suporte a definicio de pardbola dada por Apoldnio
(Apolénio, Conicas, Livro 1, proposigiao XI).

E esse teorema de Bernoulli, Novum Theorema Pro Doctrina Sectionum Coni-
carum, que vai ser objecto da nossa reflexao.

1 Definicao de parabola dada por Apolénio

“Se wmn cone é cortado por um plano que passa pelo eizo e por um outro
plano que corta a base do cone segundo uma recta perpendicular a base
do triangulo passando pelo eivo; se, além disso, o didmetro da sec¢do é
paralelo a um dos lados do triangulo que passa pelo eizo, o quadrado de
qualquer recta conduzida da secgdo do cone paralelamente d sec¢do comum
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do plano secante e da base do cone atd ao diametro da seegao equivale
ao rectangulo delimitado pela recta que cla corta sobre o diametro, do
lado do vértice da sec¢ao, e por wma certa vecta cuja razdoe para a recla
sitwada entre o angulo do cone ¢ o vértice da seccao € o mesma que a
do quadrado da base do tridngulo passando pelo eizo para a do rectingulo
delimitado pelos dois outros lados do triangulo. Chamaremos a tal secpao
wma pardbola”

(Ver Eecke, Les Coniques d’Apollonius de Perge, p.21).

Convém explicitar, no que ficou dito, que a teoria que Apolduio desenvolven sobre
conicas comegou com uma definicao inovadora de cone (cujo eixo nao era obrigatori-
amente perpendicular a base) e utilizon nela o conceito de triangulo azial (triangulo
passando pelo eixo). Definiu eciro do cone como a recta que une o vértice do cone ao
centro do circulo da base, plano azrial como o plano que contéin o eixo e é perpendic-
ular & base e designou por triangulo axial a intersec¢ao do plano axial com o cone.
Dois dos lados deste triangnlo sao geratrizes do cone e a sua base é um didametro do
circulo da base. Relativamente ao plano de secgdo, Apolénio tomou-o perpendicular
ao triangulo axial, de modo a intersectar a base deste triangulo (ou o seu prolonga-
mento) segundo uma recta perpendicular a essa base. No caso particular da pardbola
o plano de secgao é, também, paralelo a win dos lados do tridngulo axial e intersecta
o outro lado e a base desse triangulo em dois pontos que tém papel preponderante
na definigao da cénica. O primeiro é o vértice da pardbola e o segundo define com o
vértice o eiro da pardbola, segmento que Apolénio designou por latus transversum.,

Com base nestes conceitos, designando por H o vértice da pardbola e por HO o sen
eixo; designando ainda por K um ponto qualquer da eurva e por G o seu projectado
ortogonal sobre o eixo, a propriedade definidora da paribola pode traduzir-se pela
relacio GK? = HT - HG. (Fig.1)
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Na figura encontra-se também representado o segmento HT utilizado por Apolénio
na definigao da curva e designado por lafus erectum. Este segmento era obtido por um
processo ? correntemente utilizado na Geometria Cldssica Grega e em termos actuais

pode exprimir-se pela relagao
Vo A - 2
HA  AC-AD’

“Referimo-nos ao processo de aplicagiao de dreas.
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on seja, depende apenas do triangulo axial e do vértice da pardbola, como. alids ja
atrds referimos.

Estao agora reunidas as condicoes para apresentarmos o teorema de Jacques
Bernoulli. que atrds referimnos. e que Chasles. na sna obra Aperen Historigue des
Mdéthodes en Géomdirie emmcia como se segue.

2 Novum theorema pro doctrina sectionum coni-
carum

“Tomando win plano paralelo @ base de wm cone ¢ sitwado & mesma distancia do
seu vértice que o plano da seecao conicn dada. este plano intersectard o cone sequndo
wm efrenlo cujo didmetro serd o latus rectun 10 da ednica.” (Bernonlli.Obra com-

pleta. vol. I, pp. 45 ¢ 40)

Apresentanos a demonstragao 1o caso particular emm gue o plano de seccio é
paralelo a nmma geratriz, isto é. guando a secgao cénica é mma pardbola, Con-
sideremos i cone de vértice A e base cirenlar ¢ e designemos por o o plano de
secgao. Seji ACD o triangnlo axial e HO o eixo da pardbola. Note-se que HO||AD
(pela natnreza da cénica). Tracemos Alle e ABLHO; tomemos N em Al tal que
A(AN)=d(A.n)=d(A HO)=d(A.B). Consideremos. agora. mm plano 3. paralelo a o
passando por N. O plano 4 intersecta o triangulo axial ACD uos pontos F e E, que
sao as extremidades do diawetro do civenlo produzido no cone pelo plano 3. (Fig.2)
A

Mostraremos que EF é o latus rectum.

Comecenios por tragar por A uma recta paralela a base, CD, do triangulo axial; esta
recta intersecta HO em L. Por H tracemos ontra recta paralela a CD que intersecta a
geratriz AD em X.

Os triangulos ABL e ANE siao cougruentes pois AB = AN (por construgio),
LABL = LANE (rectos) e LZBAL = ZNAE (pois ZBAL = ZNAL — /ANAB =
LEAB — ZNAB = ZN AE). Desta congruéncia podemos concluir que AL = AE, |
Por outro lado. do facto de HXAL ser uimn paralelogramo (pois XH || ALe HL || X A)
resulta que X H = AL. Assim, XH = AL e AL = AFE, donde, XH = AFE. Como,

10A designagio latus erectum, utilizada_por Apolénio. foi substituida, na Renascenca por latus
rectum.
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n disso, os triangulos AHX, AFE e ACD sao semelhantes (pois tém os angulos

iguais cada um a cada wm), vem

EF AE cD XH CD XH

TH AX" A#e HA, T AD > AX"

Das igualdades £F = 4% e XH = AE, resulta XH? = EF - AX.

De

; , g HT — ep? Lisrese P " :
acordo com a relagao 7 = wF 45 atris estabelecida, vem:

B gHh% ©p D _XH XB. . XH® __ EFiAX _ EBF
HA AC-AD  AC AD HA AX  HA-AX HA-AX HA

donde HT = EF. Este teorema de Bernoulli permite colocar, com facilidade, uma

cén

3

ica dada sobre um cone também dado. Referindo-se a ele Chasles diz o seguinte:

“Apoldnio e os gedmetras que escreveram depois dele, deram diferentes ex-
pressoes geométricas, tomadas no cone, do comprimento do latus rectum,
para cada sec¢do, mas nenhuma nos pareceu tdao simples e tao elegante
como a de Jacques Bernoulli.”

(Chasles, Aper¢u Historique des Méthodes en Géoméirie, p.19)
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