GROTHENDIECK

“A proépria ideia de esquema ¢ de simplicidade infantil — tdo simples, tao
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humilde, que ninguém antes de mim se tinha atrevido a descer tao baixo.”

N o passado dia 13 de novembro, uma noticia percor-
reu vdrios jornais: a da morte de Alexander Gro-
thendieck, um dos maiores matemdticos do século XX,
considerado por muitos o maior de todos. A sua vida,
para além da matemadtica, presta-se a ser relembrada
também pelo seu percurso, pelas suas opgoes politicas
e sociais, pelo seu recolhimento radical nos Pirenéus no
fim da sua vida. Aqui vamos falar um pouco da matema-
tica que Grothendieck nos deixou. Dada a vastiddo da
sua obra, vamos concentrar-nos apenas num dos maio-
res problemas do seu tempo, que ele resolveu em grande
parte: a demonstragdo das conjeturas de Weil.

Antes, porém, de entrarmos em detalhes matemati-
cos, queremos falar do método que Grothendieck prefe-
ria para fazer matematica, o método do “mar que sobe”,
envolvendo os problemas e fazendo-os suavemente de-
saparecer. Citamos a sua autobiografia.

“Consideremos, por exemplo, a tarefa de demons-
trar um teorema que ainda permanece hipotéti-
co (coisa que, para alguns, parece resumir todo
o trabalho matemadtico). Vejo duas maneiras de o
fazer. [...]

A imagem que me apareceu hd algumas se-
manas era a seguinte. [A] coisa desconhecida
pareceu-me ser como uma por¢do de terra, uma
greda compacta relutante em permitir a entrada.
Podemos atacéd-la com picaretas ou pés-de-cabra

ou mesmo martelos pneumadticos: esta é a primei-
ra abordagem, correspondente ao ‘escopro’ (com
ou sem martelo).

A outra é a do mar. O mar avanga gradual e
silenciosamente, nada se parece quebrar, nada
mexe, a dgua estd tdo longe que mal a ouvimos...
No entanto, ela acaba por cercar a substancia ind6-
mita, esta torna-se gradualmente uma peninsula,
em seguida uma ilha e depois uma ilhota, que aca-
ba por ser submersa por sua vez, como se se tives-
se finalmente dissolvido no oceano que se estende
até ao horizonte...”

Récoltes et Semailles

Deligne também corrobora este ponto de vista. Se-
gundo ele, nas palestras de Grothendieck, apresentavam-
-se “pequenos passos e defini¢des, nada parece acontecer,
mas no fim da palestra aparece um teorema claramente
néo trivial.”

Depois de estudar mais ou menos autonomamente,
nos anos 50 Grothendieck dedica-se a anélise funcional,
no seguimento da tese de doutoramento que escreveu,
aos 25 anos, sob a orientacdo de Schwarz. E em 1957 que
comega a dedicar-se mais intensamente a questdes de ge-
ometria algébrica, instalando-se no Institut des Hautes
Etudes Scientifiques (IHES), entdo recentemente fundado.
Nesse instituto a investigagdo € feita em semindrios, que
funcionam efetivamente como grandes grupos de traba-
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lho intensivo, com discussdes que chegam a durar mais
de dez horas.

Nesses anos, Grothendieck ganhou fama ao demons-
trar o teorema de Riemann-Roch-Hirzebruch, sobre a co-
-homologia de variedades complexas compactas. Uma co-
-homologia é uma sucessdo de grupos abelianos que pode
associar-se a uma determinada estrutura e que contém
informac&do importante sobre essa estrutura, e foi uma das
ferramentas de investigacdo mais frutiferas dentro do tra-
balho de Grothendieck. Pode definir-se uma co-homologia
para qualquer espaco topoldgico, e esta descreve algumas
caracterfisticas desse espago, como, por exemplo o niimero
e a posigdo relativa dos seus “buracos”. Por exemplo, a co-
-homologia de um plano é diferente da co-homologia de
um plano ao qual se retira um ponto.

Um dos objetos que Grothendieck criou (embora ba-
seando-se em ideias ja conhecidas) e usou no seu traba-
lho de forma central foram os famosos esquemas, objetos
muito abstratos que generalizam o conceito de varieda-
de algébrica.

Uma variedade algébrica é o conjunto de zeros co-
muns a uma familia de polinémios, geralmente em vérias

varidveis. Sdo exemplos de variedades: circunferéncias,
elipses, cénicas ou quddricas (neste caso, usando apenas
polinémios de grau dois). A defini¢do destas variedades
depende do lugar onde procuramos os zeros: por exemplo,
emR? avariedadedefinidapelopolinémiox? + y2 41 =0
é vazia, mas isso ndo acontece se a considerarmos definida
sobre C2. Um esquema é um conceito mais abstrato que
generaliza este.

Um dos seus companheiros de trabalho foi Jean-Pier-
re Serre, que, segundo Grothendieck, preferia o método
de atacar os problemas a escopro e martelo, ainda que
com grande elegancia, indo diretamente a resposta. Foi
Serre que, num semindrio, apresentou uma demonstra-
¢do parcial de uma das conjeturas de Weil, baseada jus-
tamente no estudo de um dos grupos de co-homologia
de certas estruturas. Serre achava que tinha “forgado” a
demonstracdo para obter os grupos de co-homologia, mas
Grothendieck achou que os conceitos poderiam ser mais
frutiferos, podendo ser trabalhados no sentido de se obter
todos os grupos de co-homologia.

Com a colaboragdo de Artin, Grothendieck dedica-se a
demonstragdo das conjeturas de Weil, desenvolvendo uma

Alexander Grothendieck no Institut des Hautes Etudes Scientifiques.
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certa co-homologia inspirada no trabalho de Serre. Descre-
vemos brevemente estas conjeturas.

Seja F; um corpo finito com g elementos e K o seu fecho
algébrico. Seja X uma variedade projetiva sobre K (isto €, é
o conjunto de zeros de uma familia de polinémios homoggé-
neos de coeficientes inteiros).

Seja N, o niimero de pontos de X cujas coordenadas
pertencem a F,r, corpo com 4" elementos, parar = 1,2, ....
Com estes niimeros N, construimos agora uma funcéo,
chamada fungédo zeta de X, definida do seguinte modo:

Z(t) = exp (iNﬁ:)

As conjeturas sdo entdo sobre esta fungdo Z (t):
(1) Z(t) é uma fungéo racional de t, isto é, pode ser escri-

ta como quociente de dois polinémios em ¢,

(2) mais precisamente, se n = dim X, temos

Py (H)P3(1).- Py 1 (1)
Z(t) = ;O(t);;z(t)-nlz)ZnEt) ’

em que cada raiz de cada P;(#) é um ntiimero comple-
—i/2.

xo de médulo g

(3) as raizes de P;(t) sdo trocadas com as raizes de
Dy, i(t) pela substituigdo t — 1/4"t,

(4) se X se obtiver como redugdo, médulo p, de uma va-
riedade X definida sobre um subcorpo de C, entdo
b; := gr P;(t) é o i-ésimo ntimero de Betti de X.

A dltima parte de (2) é conhecida como a hipétese de
Riemann (para esta fungdo zeta, ndo para a funcdo zeta
de Riemann) e a afirmagdo (3) pode ser reescrita como
uma equacdo funcional, satisfeita por Z(t):

z (%) = +q"E/2EZ(1),
qrt
em que E é a caracteristica de Euler de X.

Grothendieck tentou entdo criar uma co-homologia
de certos espagos, de tal modo que, depois de e bem
estabelecida e estudada, a demonstracdo destas conje-
turas aparecesse simplesmente, como o mar subindo.
O préprio Weil ja tinha ensaiado uma co-homologia
(chamada co-homologia de Weil), Grothendieck criou a
co-homologia étale, que viria a ser uma das ferramentas
fundamentais da demonstracdo destas conjeturas. Esta
demonstracdo, em todo o caso, foi apenas terminada por
Deligne, seu aluno, que acabou por obter uma demons-

tragdo muito subtil e intrincada do resultado, usando in-
duc¢do na dimenséo da variedade.

Sobre o seu trabalho acerca das conjeturas de Weil,
disse Grothendieck:

“A coisa mais crucial aqui, do ponto de vista das
conjeturas de Weil, é que a nova nogéo [de espago]
é suficientemente vasta para associar a cada esque-
ma um ‘espago generalizado” ou topos (chamado o
topos étale do esquema em questdo). Certos ‘inva-
riantes de co-homologia’ deste topos (infantis na
sua simplicidade!) pareciam ter uma boa hipétese
de fornecer ‘o que seria necessdrio’ para dar as con-
jeturas o seu significado completo e (quem sabe!)
talvez fornecer os meios para a sua demonstragao.
A prépria ideia de esquema é de simplicidade
infantil — tdo simples, tdo humilde, que ninguém
antes de mim se tinha atrevido a descer tdo baixo.
Em resumo, tdo infantil que durante anos, e apesar
das evidéncias, para muitos dos meus colegas eru-
ditos ‘ndo era uma coisa séria’. “

Récoltes et Semailles

Estes desenvolvimentos tedricos, abstratos, em geo-
metria algébrica foram postos em livro nos famosos Ele-
ments de Geometrie Algébrique (EGA, que alguns matemd-
ticos comparam aos Elementos de Euclides), e Séminaire de
Géometrie Algébrique, escritos com o auxilio de Dieudonné.
Estes descrevem a investigagdo feita no IHES nos anos 50
e 60 e tornaram-se de tal modo centrais na disciplina que
Serre abriu uma palestra em Estocolmo em 1962 comegan-
do por dizer que, ao falar de Geometria Algébrica, tomava
a expressao no sentido “que veio a tornar-se o seu apods es-
tes dltimos anos: o da teoria dos esquemas”. Terminamos
com uma frase tirada do inicio dos EGA que diz algo quer
sobre o contetido quer sobre o estilo do trabalho de Gro-
thendieck: “E adequado dar a geometria algébrica toda
a generalidade e a flexibilidade desejaveis, assentando-a
sobre a nogdo de esquema”.
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