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1. ORIGEM DO TERMO MATROIDE

Tal como o nome sugere, matroide vem da palavra ma-
triz. O conceito de matroide surgiu em 1935 [8] quando 
Whitney tentou generalizar a noção de dependência li-
near de um conjunto de vetores, pertencentes a um dado 
espaço vetorial. Noção esta conhecida por todos os que 
frequentaram uma disciplina elementar de álgebra linear. 
Vejamos um exemplo:

Exemplo 1.1 Seja A a seguinte matriz, com três linhas, 
seis colunas e preenchida por números reais:

A =





1 0 0 1 1 0

0 1 0 1 1 0

0 0 1 1 0 0



 .

Numerando as colunas da matriz A da seguinte forma,

1 2 3 4 5 6

A =





1 0 0 1 1 0

0 1 0 1 1 0

0 0 1 1 0 0



 ,

E = {1, 2, 3, 4, 5, 6} o conjunto das colunas da matriz A. 
Reparando nas colunas 1, 4, 5, se tentarmos encontrar nú-
meros reais a1, a2, a3 tais que 

a1





1

0

0



+ a2





1

1

1



+ a3





1

1

0



 =





0

0

0



 ,
 

teremos de encontrar números reais a1, a2, a3 tais que 





a1

0

0



+





a2

a2

a2



+





a3

a3

0



 =





0

0

0



 .

Isto é equivalente a encontrar números reais a1, a2, a3 
tais que 





a1 + a2 + a3

a2 + a3

a2



 =





0

0

0



 ,

ou seja, resolver o sistema 






a1 + a2 + a3 = 0

a2 + a3 = 0

a2 = 0

.

A única solução deste sistema é a1 = a2 = a3 = 0. Isto 
E formado pelas colunas 

1, 4, 5 de A é linearmente independente. Este subconjunto 
não era linearmente independente se o sistema anterior 
tivesse mais do que uma solução.

Sendo I1 a coleção de subconjuntos de E, formados 
por colunas da matriz A, linearmente independentes, en-

I1 tem todos os conjuntos com, 
no máximo, três elementos de  E − {6}, exceto os conjun-
tos {1, 2, 5} e {3, 4, 5}. 

Outra noção, menos conhecida, mas que nos últimos 
anos tem sido muito divulgada, é a de grafo. Este pode ser 

do grafo) e uma coleção de linhas a unir determinados 
pontos (chamadas arestas do grafo).

ão passados quase 80 anos des-
de que pela primeira vez surgiu o 

termo matroide e este continua des-
conhecido da maioria dos amantes da 
matemática. Apesar disto, os matroi-
des têm um papel muito importante 

geometria, teoria da computação, in-
vestigação operacional são algumas 

das que os utilizam, muitas vezes sem 
o saberem. O pai da teoria dos matroi-
des foi Whitney, mas para o seu de-
senvolvimento contribuiram grandes 
investigadores a nível mundial, desta-
cando-se entre os portugueses o nome 
de Raúl Cordovil. Neste artigo é apre-
sentada, de uma maneira muito leve,  
a noção de matroide.
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Exemplo 1.2 G com o con-
junto de vértices, X = {x1, x2, x3, x4} e a coleção das ares-
tas, U = (u1, u2, u3, u4, u5, u6).

 

Figura 1.

Para falarmos da noção de dependência em grafos, 
necessitamos de um outro conceito.

Um ciclo é uma sequência alternada de vértices e ares-
tas de um grafo, iniciada e terminada num vértice, tal que 
cada aresta tem uma extremidade no vértice que imedia-
tamente a precede na sequência e outra extremidade no 
vértice que imediatamente a sucede na sequência. Além 
disto, num ciclo, todas as arestas são distintas e todos os 
seus vértices também, à exceção do primeiro e do último, 
que são o mesmo.

a sequência x3, u1, x1, u5, x2, u2, x3 é um ciclo do grafo G,

a sequência x4, u6, x4  também é um ciclo do grafo G 
(ciclos com uma única aresta chamam-se laços).

que são extremidades dessa aresta, podemos omitir os 
vértices quando estamos a escrever um ciclo. Pensando 

G, 
poderíamos escrever o primeiro ciclo como u1, u5, u2, e o 
segundo, que é um laço, como u6 . Com o conceito de ciclo 
estabelecido, podemos falar da noção de dependência nos 
conjuntos constituídos por arestas de um grafo.

Exemplo 1.3 Olhando para o grafo G, e sendo I2  a co-
leção dos subconjuntos de U, formados por arestas do 
grafo G, que não contêm nenhum ciclo do grafo, então, 

I2  tem todos os conjuntos com, no 
máximo, três elementos de U − {u6}, exceto os conjuntos 
{u1, u2, u5} e {u3, u4, u5}.

Repare na semelhança que existe entre I1 do exemplo 1.1 
e I2  do exemplo 1.3. Whitney reparou nesta semelhança 
e reparou também nas seguintes três propriedades que 
I1 e I2 I  indiferentemen-
te as coleções I1 e I2)

I1) ∅ é elemento de I .

I2) Se Y ∈ I  e Z ⊆ Y, então Z ∈ I .

I3) Se Z, Y ∈ I  e |Z| = |Y|+ 1, então existe z ∈ Z−Y tal 
que Y ∪ {z} ∈ I  (em que |Y| e |Z| designam o número 
de elementos dos conjuntos Y e Z, respetivamente).

Foi a partir destas três propriedades que Whitney de-
M é um 

par ordenado (E, I) em que E Ié 
uma coleção de subconjuntos de E
propriedades anteriores, isto é, as propriedades I1)− I3) 
(ver [5, 2, 3, 7]).

Se M = (E, I) é um matroide, então os conjuntos de 
I  chamam-se conjuntos independentes do matroide M.  
O conjunto E é o suporte do matroide M.

Pelo que expusemos anteriormente, o conjunto das 
colunas da matriz A, do exemplo 1.1, que designámos 
por E, é o suporte do matroide M1 = (E, I1). Da mesma 
forma, o conjunto das arestas do grafo G é o suporte do 
matroide M2 = (U, I2) (exemplo 1.3).

O termo matroid não foi universalmente aceite. Ao 
longo dos anos vários nomes foram surgindo para este 
conceito. O que mais tem perdurado é o de Combinatorial 

Geometry, dado por Gian-Carlo Rota, a quem se deve o 
primeiro livro sobre este assunto, publicado em 1970 [1]. 
Apesar de não estar nos objetivos de Whitney quando 

-
oria dos grafos, o conceito de matroide tornou-se impor-

-
tria, teoria da computação, investigação operacional, ...

2. MATRIZES E MATROIDES

Matroides construídos a partir das colunas de uma deter-
minada matriz D, pelo processo descrito no exemplo 1.1, 
chamam-se matroides vetoriais e denotam-se por M[D]. 

Na secção anterior, mencionámos que as coleções I1 e 
I2  dos matroides construídos nos exemplos 1.1 e 1.3 eram 
semelhantes. Se olharmos para os conjuntos suporte des-
tes matroides, ou seja, o conjunto E das colunas da ma-
triz A e o conjunto U das arestas do grafo G, eles têm o 
mesmo número de elementos e conseguimos estabelecer 
uma correspondência entre eles, por forma a passar dos 
conjuntos independentes de um dos matroides para os 



39O QUE É UM MATROIDE?  Rosário Fernandes

conjuntos independentes do outro matroide. Basta pen-
sarmos na seguinte bijecção (correspondência injetiva e 
sobrejetiva) de E (conjunto das colunas da matriz A) para 
U (conjunto das arestas do grafo G), 

φ : E → U tal que φ(i) = ui, para i = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Mais, esta bijecção transforma os elementos de I1 em ele-
mentos de I2 . O que descrevemos com os dois matroides 
construídos na secção anterior é uma relação de equiva-

Quando temos dois matroides M3 = (E3, I3) e 

M4 = (E4, I4) para os quais existe uma correspondência 
bijectiva φ : E3 → E4 tal que 

Y ∈ I3 se, e só se, φ(Y) ∈ I4, 
dizemos que os matroides M3 e M4 são isomorfos.

Se um matroide M é isomorfo a um matroide vetorial 

M[C] em que C é uma matriz de números reais, dizemos 
que M é R-representável e a matriz C diz-se uma R-re-
presentação de M.

-
mos concluir que os matroides M1 (do exemplo 1.1) e M2 
(do exemplo 1.3, construído com as arestas do grafo G) 
são isomorfos. Portanto, a matriz A do exemplo 1.1 é uma 
R-representação de M2.

Prova-se que todos os matroides que são construídos 
com o conjunto das arestas de um determinado grafo são 
R-representáveis (ver [4]).

3. GRAFOS E MATROIDES

Matroides construídos a partir das arestas de um deter-
minado grafo H, pelo processo descrito na secção 1, com 
o grafo G, chamam-se matroides cíclicos e denotam- -se 
por M(H).

Se um matroide M é isomorfo a um matróide cíclico 

M(P), para algum grafo P dizemos que o matroide M é 
P M. 

Como é evidente, grafos distintos podem originar ma-
troides cíclicos isomorfos.

Exemplo 3.1 Consideremos os seguintes dois grafos, G1 
e G2.

Como facilmente se vê, G1 e G2 são grafos distintos. 

No entanto, os matroides cíclicos M(G1) e M(G2) são iso-
morfos. A matriz 

C =





1 0 0

0 1 0

0 0 1





é uma R-representação dos dois matroides. 

Porque os matroides M1 (do exemplo 1.1) e M2 (do 
exemplo 1.3, construído com as arestas do grafo G) são 
isomorfos e este último é um matroide cíclico, podemos 
dizer que o matroide vetorial M1 = M[A]

o grafo G
-

Exemplo 3.2 Seja B a seguinte matriz, com duas linhas, 
quatro colunas e preenchida por números reais:

B =

[

1 0 1 −1

0 1 1 1

]

.

Se o matroide vetorial M[B]

grafo com quatro arestas em que quaisquer três dessas 
arestas formariam um ciclo do grafo. Mais, quaisquer 
duas arestas não formariam um ciclo do grafo (atenda aos 
conjuntos linearmente independentes que se consegue 
formar com as colunas da matriz B). Sejam u1, u2, u3, u4 as 
quatro arestas do grafo. Então u1, u2, u3 e u1, u2, u4 eram 
dois ciclos do grafo. Mas isto implicaria que as extremi-
dades das arestas u3  e u4  eram as mesmas. Assim sendo, 
u3, u4 seria um ciclo, o que é impossível. Portanto, M[B] 

A teoria dos matroides desenvolveu-se imenso com a 
relação que se estableceu entre grafos e matroides cons-
truídos com o conjunto das arestas dos grafos. De tal ma-
neira foi este desenvolvimento, que muitos dos resultados 
que foram inicialmente expostos para grafos consegui-
ram generalizar-se para matroides. Um destes exemplos é 
o algoritmo de Kruskal (ver [5, 9]). Com o passar dos anos, 

If a theorem 

about graphs can be expressed in terms of edges and circuits 

-

troids.

4. OUTROS MATROIDES

vetoriais e aos matroides cíclicos, matroides estes que 
lhe deram origem. Nos últimos anos, têm surgido mui-
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(álgebra linear e teoria dos grafos) criou uma nova teoria 

Nesta secção veremos um exemplo prático, muito simples, 
de um matroide que é R-representável mas que não tem 

 MATROIDE UNIFORME: Sejam n e r dois 
números inteiros não negativos, com 0 ≤ r ≤ n. Chama-
-se matroide uniforme, denotando-se por Ur,n, a um matroi-
de M = (E, I) em que E é um conjunto com n elementos 
e I  é a coleção de subconjuntos de E com, no máximo, 
 r elementos. 

É um bom exercício para o leitor comprovar que o par 
(E, I)

I1)− I3) da secção 1.
Vejamos um exemplo prático no qual estamos perante 

um destes matroides.

O Rui tem uma lista de compras para o su-
permercado:

1 dúzia de ovos;

1 kg de arroz;

1 lata de atum;

1 pacote de salada.

No supermercado, repara que se esqueceu da cartei-
ra em casa e que nos seus bolsos só tem três euros. Olha 
para as prateleiras e acrescenta à sua lista de produtos os 
respectivos preços:

1 dúzia de ovos = 1,00 euro;

1 kilo de arroz = 1,10 euros;

1 lata de atum = 1,30 euros;

1 pacote de salada = 1,20 euros.

Face ao exposto, o Rui tem, no máximo, dinheiro para 
comprar quaisquer dois produtos da sua lista. Ou não 
compra nada, ou compra um produto, ou compra dois 
produtos.

Estamos perante um problema que tem quatro ele-
mentos (os produtos da lista do Rui) e podemos construir 
subconjuntos destes quatro elementos com, no máximo, 
dois elementos (o Rui só tem dinheiro para comprar, no 
máximo, dois produtos da lista). Portanto o que temos 
neste exemplo é o matroide uniforme U2,4.

Se o problema que o Rui pretende resolver é conhecer 

que produtos deve comprar para gastar o menos possí-
vel, então podemos usar a generalização do algoritmo de 
Kruskal para matroides.

Repare que o matroide U2,4

B do exemplo 3.2 é uma sua R-representação.
Para aprofundar este tema, poderá recorrer à biblio-
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