MATEMATICA EM DUAS RODAS

Pedalar é bom para o ambiente, para o bolso, exercita os musculos
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e... gera problemas interessantes de matematica. Numa das cidades com
mais mobilidade alternativa do mundo, um grupo de matematicos esta
a tentar tornar mais eficiente o sistema de aluguer por hora de bicicle-
tas. Assim torna-se mais simples ir de um lado para o outro na musical

cidade de Viena, capital da Austria.

Com mais de uma centena de postos e 2500 bicicle-
tas de aluguer, a Citybike Wien é uma das maiores
e mais antigas empresas de servigos de transporte alter-
nativo do mundo. Com um simples registo e com o for-
necimento do nimero do cartdo bancdrio ou de crédito,
é possivel a qualquer um utilizar uma bicicleta gratuita-
mente por uma hora, com um prego crescente no tempo
a partir da segunda hora. Estas podem ser recolhidas e
devolvidas em qualquer um das centenas de postos de
servigo espalhados pela capital austriaca. Veja a figura 1.

Fazer o servigo funcionar, no entanto, exige algum es-
for¢o dos responsdveis. As deslocacdes tendem a ser da
periferia para o centro na parte da manha e na diregdo

Figura 1. Um posto de servico da Citybike Wien, temporariamente cheio.
(Fonte:Wikimedia Commons).

contrdria no final do dia. Outras caracteristicas, como a
topografia e as condigdes meteorolégicas, induzem assi-
metria nas rotas. Desta forma, é necessario haver um sis-
tema de transporte das bicicletas das estagoes cheias para
as estacdes vazias. Para isto, ha um servico de carrinhas
que circula durante todo o dia, carregando as bicicletas
ociosas no contra fluxo dos utentes.

Ora, se hd um servigo a ser feito, ha um matematico a
pensar em como este pode ser otimizado. E sendo Viena
ndo s6 uma cidade amiga das duas rodas, mas também
um dos locais com maior tradi¢do cientifica no mundo, é
natural que um grupo de cinco investigadores do Institu-
te of Computer Graphics and Algorithms da Universida-
de Técnica de Viena se debrugasse sobre o problema [1].

O primeiro passo é o de definir um objetivo para cada
uma das diversas estagdes de servigo, mais especifica-
mente, a quantidade de bicicletas que deve estar dispo-
nivel em cada ponto. Ao contrdrio do que pode parecer
a primeira vista, o ideal ndo é té-lo cheio, pois ele serve
também para devolugdes. Ao ndo haver espago para dei-
xar a bicicleta, é necessdrio procurar outro — pagando o
tempo necessdrio para isto. O valor ideal é fornecido pela
propria administragdo da Citybike. A ocupagdo das di-
versas estagdes de servico num certo momento é um dos
dados iniciais do problema. Desta forma, define-se um
grafo, onde cada ponto de apoio v é um nodo, ao qual
associamos uma capacidade mdxima C,, um valor corrente
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Po € valor ideal g,. Cada arco que liga dois nodos u e v é
associado ao tempo t,, que uma carrinha demora a ir de
um ponto ao outro. Hd também um dltimo nodo, repre-
sentando o depdsito, onde as carrinhas passam a noite.

As carrinhas tém de percorrer o grafo acima, carre-
gando e descarregando bicicletas pelos diversos pontos
de apoio de forma a rebalancear o sistema da melhor
maneira possivel e no minimo tempo. Evidentemente,
neste interim jd hd um novo desbalanceamento e o ser-
vigo deve recomecar. Uma vez definido, o servigo de car-
rinhas ndo alterard as suas instrugdes até que o mesmo
esteja completo. Sobre isto, dizemos que o processo de
otimizagdo é "estético". (A quantidade instantanea de bi-
cicletas disponiveis pode ser consultada no http://www.
citybikewien.at).

Evidentemente, h4 vdrias restri¢cdes ao servico. As
carrinhas tém uma capacidade méxima e também mi-
nima (zero!). As suas rotas comecam e terminam no de-
posito, e as viagens comecam e terminam vazias, pois
as bicicletas ndo podem passar a noite nas carrinhas es-
tacionadas (o depésito de carrinhas é aberto ao ptblico
e ndo ha forma prdtica de prender as bicicletas nas car-
rinhas). Algumas solugdes podem ser particularmente
curiosas, como uma carrinha deixar um certo ndmero de
bicicletas num ponto de apoio que logo a seguir serd vi-
sitado por outra carrinha, que as recolherd. Além de ha-
ver certos inconvenientes praticos desta solugdo (como,
por exemplo, um udnico atraso resultar num efeito em
cascata), matematicamente é necessdrio impor que a
cada momento o niimero de bicicletas disponiveis em
cada posto seja um ndmero maior ou igual a zero. Além
disto, os estudos numéricos mostram que se considerar-
mos que numa volta completa de rebalanceamento, cada
estagdo serd apenas carregada ou descarregada, a solugdo
obtida ndo é significativamente pior do que aquelas que
usam as esta¢des como local de armazenamento tempo-
rario de bicicletas. Dizemos que consideraremos apenas
as solugdes em que a disponibilidade de bicicletas em
cada estagdo é uma fungdo monoétona do tempo.

Embora gostdssemos de ter no final do servigo cada
estacdo com o niimero ideal de bicicletas, isto frequente-
mente ndo é possivel. Portanto, o objetivo é o de minimi-
zar esta diferenca. Leva-se em conta, também, mas como
pesos significativamente inferiores (da ordem de uma
centena de milésimo), o tempo necessdrio para o servigo,
incluindo ndo s6 o tempo do transporte mas também o
de carga e de descarga. Os pesos relativos foram defi-
nidos pelos servigos da empresa, que se mostrou muito
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mais interessado em ter o nimero correto de veiculos
disponiveis aos utentes do que em minimizar os custos
do rebalanceamento.

No entanto, ndo é possivel fazer aquilo a que se chama
busca exaustiva, ou seja, olhar todas as possibilidades para
escolher a mais adequada. O espago de solugdes a ser in-
vestigado é tdo amplo que é necessdrio definir um algorit-
mo de procura. Inicialmente, desenvolve-se um algoritmo
ineficiente para desenhar uma primeira solugéo possivel,
e depois trata-se de melhorar esta solucgdo introduzindo
algumas perturbagdes no sistema. Veja a figura 2.

No primeiro caso, utiliza-se o algoritmo glutio (gre-
edy): numa carrinha inicialmente vazia, vamos primeiro
para as estagOes cheias, onde as bicicletas devem ser re-
colhidas. De cada estagdo segue-se para aquela que ma-
ximiza a quantidade a ser recolhida em relagdo ao tempo
para ld chegar. Repete-se o processo até chegarmos a ca-
pacidade maxima do transporte e a seguir é iniciado o
processo de entregas. De cada estagdo vai-se aquela onde
a razdo entre bicicletas entregues e tempo gasto é maxi-
mizado, até a carrinha estar esvaziada. Este algoritmo de-
mora um longo tempo para gerar uma solugdo ineficiente,
mas que poderia bem servir como ponto de partida para
a segunda fase. No entanto, optou-se por usar um algorit-
mo (conhecido como PILOT) distinto para gerar uma solu-
¢do melhor do que a do caso anterior (ainda que também
ineficiente), e que é gerada mais rapidamente.

Para a segunda fase, na qual a solugdo inicialmente
obtida é sucessivamente melhorada, usa-se o que é co-
nhecido como Variable Neighborhood Descent, que procu-
ra solu¢des melhores, préximas da que jd foi obtida, até
atingir um 6timo local (ou seja, tal que pequenas modi-
ficagdes produzam sempre solugdes piores). Em seguida,
produz-se uma perturbacdo maior, de forma a escapar
deste 6timo local e a procurar algum outro, que seja pos-
sivelmente ainda melhor. Assim se segue até se encontrar
algo que seja satisfatério (mesmo que néo seja, ja que isto
nédo é possivel saber, o 6timo global — a melhor de todas
as solugdes).

O algoritmo foi testado com os dados reais, numa rede
que a época tinha 92 pontos, com bons resultados. No en-
tanto, para uma rede tdo pequena, os primeiros algorit-
mos ja forneciam uma resposta razoavel e com instrugdes
simples, e, de facto, préximo do que ja era implementado
de forma intuitiva pela Citybike Wien. As verdadeiras di-
ferengas ocorriam com o aumento artificial da rede (até
700 nodos) mostrando também quais os algoritmos mais
eficientes aquando do aumento da rede e em fungédo das
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restri¢des a serem implementadas (ndmero de carrinhas,
por exemplo). Assim, os resultados do trabalho sdo, de
certa forma, modestos, mas mostram como, em proble-
mas ainda mais complexos do que aquele com que es-
tamos a lidar, a correta especificagdo do problema e dos
seus algoritmos de solugdo pode ser critica.
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ERRATUM

Na figura 1 do Gltimo artigo ("Da Terceira Para A Quarta Di-
mensao", Gazeta de Matemadtica 174) ha uma afirmagdo errada:
a de que os unicos dados honestos sdo aqueles obtidos a par-
tir dos solidos platénicos. Ha outras estruturas matematicas
que produzem dados onde a probabilidade de cair uma dada
face para cima é independente da face, como por exemplo, a
colagem pela base de duas piramides cujas faces (fora a base)
sdo triangulos isdsceles. Ser sélido regular é um pouco mais
exigente, pois nao so6 as faces devem ser idénticas, mas tam-
bém os vértices e arestas. Agradego ao leitor e colega Arala

Chaves por me ter apontado o engano.
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Figura 2. Dois exemplos de solugdo gerada inicialmente. No primeiro caso
(acima), a carrinha segue o percurso ditado pelo algoritmo glutdo, recol-
hendo sete bicicletas na primeira paragem, e deixando cinco, uma e um
nas trés paragens seguintes, antes de voltar ao depdsito, menos de meia
hora apds iniciar o percurso. No segundo caso (abaixo), gerado pelo PILOT
o funciondrio da Citybike Wien recolhe sete, cinco, deixa quatro, volta a
recolher oito e deixa cinco, cinco e uma, antes de voltar ao depdsito em
28 minutos. Nos dois casos, a procura de solugdes foi limitada aquelas em
que a carrinha voltava ao depdsito em, no maximo 30 minutos. Figuras
gentilmente cedidas pelos autores do artigo [1] em particular G. Raidl.
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