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sobre a representagdo em perspectiva linear e a observagio de quadros
concebidos de acordo com essa teoria. Neste Canto sugerimos mais pro-
blemas e algumas respostas das quais emerge o curioso conceito de hipér-

bole de observagao duma elipse.

OMO DEVE «VER-SE» O CUBO?

O primeiro problema a considerar é o da figura 1, cujo
titulo sugere tratar-se da imagem duma caixa ctibica, com
uma face transparente, através da qual se vé o interior em
perspectiva. Acerca dela, pergunta-se: qual é o ponto de obser-
vagio no qual o leitor deve colocar o seu olho para ver algo que o
nosso cérebro "aceite” ser um cubo?

Figura 1. Interior dum cubo.

Na figura tragou-se a mediatriz dos lados verticais dos
quadrados que determina os pontos A, B, C, D. A primeira
preocupagdo de quem observa um quadro em perspectiva
rigorosa é determinar o seu centro perspectivo, isto €, a pro-
jecgdo ortogonal, sobre a tela, do olho do pintor quando exe-
cutou a obra; claro que o centro perspectivo da figura 1 é o

O

Figura 2. Cubo em observagio.
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centro geométrico dos quadrados; recorda-se que o tal centro
é o ponto de fuga do feixe de rectas (do real retratado no qua-
dro) perpendicular ao plano da tela — o ponto de encontro
das diagonais dos quadrados da figura 1. Portanto, deve o
leitor observar a figura com um s6 olho, de modo a que o
eixo Gptico seja perpendicular a folha de papel e passe pelo
centro dos quadrados.

Falta saber a que distancia deve colocar-se a pupila. Na
figura 2 intervém o gedmetra, bem ao jeito dos arquitectos re-
nascentistas, como Leon Alberti, e dos matemadticos pintores
cujo representante maior foi Piero della Francesca; a figura
representa o cubo, em projecgdo ortogonal, sendo observado,
do ponto O, pelo "artista" que desenhou a figura 1, da qual o
grande quadrado estd agora representado de topo pelo seg-
mento [AD] e o quadrado pequeno por [EF]. Os pontos A,
B, C, D estao agora representados sobre a face superior do
cubo. Podemos imaginar que o observador desenha o seu
quadro num vidro assente sobre a face superior do cubo,
como num perspectégrafo. Da pirdmide visual mostram-se
as linhas OA, OD, OE, OF; os pontos B e C sdo as intersecgdes
com AB das linhas de vista OD e OE. Como BC = 1/3AD,
a distancia de O a AD é metade do lado do quadrado maior.
Isto conduz as instrucgdes para bem observar a figura 1:

Olhe a figura com um s6 olho de modo a que o eixo dptico

seja perpendicular ao plano do papel e passe pelo centro dos

quadrados, colocando a pupila a uma distdncia igual a me-
tade do lado do quadrado maior.

OS PROBLEMAS DA BOLA-8
Esquecendo os pormenores (oitos, sombras e reflexos) e
olhando apenas para as duas imagens da bola-8 como dis-
cos, um circular e o outro eliptico, o problema a resolver é o
seguinte:

Existem pontos do espaco acima da folha de papel dos quais o
seu olho vé o segundo disco como disco circular. Qual é o lugar
geométrico desses pontos?

Figura 3. Bola-8, circular e "esticada".

Figura 4. Esfera de Dandelin.

Precisemos um pouco a questdo; um disco circular tra-
¢ado num papel (como o da primeira bola-8) vé-se como
disco na sua "circularidade plena”, quando e s6 quando
0 observamos com o eixo 6ptico do olho perpendicular
ao plano do desenho e passando pelo centro do circulo.
Isto acontece se e s6 se o prisma visual do disco for um
cone de revolugdo. Portanto, o problema proposto pode
reformular-se do seguinte modo: dada uma elipse no espa-
co tridimensional, determine o lugar geométrico dos vértices dos
cones de revolugdo que tém a dita elipse por seccdo plana. Na fi-
gura 4 a elipse estd de topo, representada pelo segmento
[AB], 0 seu eixo maior; os pontos F e F’ sdo os focos. Supo-
mos que, vista de O, o cone visual da elipse é de revolugao.
O plano da figura é o das geratrizes OA e OB, que contém o
eixo de revolugdo do cone. Na figura esbogou-se uma esfera
de Dandelin, necessariamente tangente ao plano da elipse
no foco mais proximo de O. Ela tem centro I, o incentro do
tridangulo [OAB].

Da identidade 2AF +2BG +20H = AB+ BC + OA
resulta que

OB —OA = TF. (1)

Note-se que TT' ¢ constante. Recorde-se, da chamada
"defini¢do geométrica” da hipérbole (prima do método do
jardineiro para tragar elipses), o lugar geométrico dos pontos
O que satisfazem (1) é uma hipérbole de focos A, B. Portanto,
o ponto O estd sobre a hipérbole .77, de plano perpendicular
ao da elipse, que tem por vértices os focos da elipse e por fo-
cos os vértices da elipse. Deixa-se ao leitor a prova (simples)
de que todo o ponto O da hipérbole, excepto F e F’, é um bom
ponto de observagao, isto é, vértice dum cone de revolugao
que tem a nossa elipse por sec¢do plana. Podemos, pois, di-
zer que ¢ é a hipérbole de observagio da elipse. Portanto,

o lugar geométrico que o problema pede é a parte da hipér-

bole de observagio da elipse que fica estritamente acima do

plano da folha de papel.
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INTERPRETACAO CARTESIANA

Introduzamos um sistema cartesiano ortonormado, cen-
trado no centro da elipse, com eixo dos x's segundo o
eixo maior da elipse, eixo dos y's segundo o eixo menor
e eixo dos z's ortogonal ao plano da elipse. Sendo a e b
(a > b) os semi-eixos da elipse, a sua semi-distancia focal
éf= Va2 — b2 e as suas equagoes sdo

E fécil ver que as equagdes da hipérbole .# sdo

2 2
y=0, %—Z—Z:l. @)
Os bons pontos de observagao sdo os (x, y, z) que satisfa-
zem as equagdes (2).

No caso da bola-8 esticada, adoptamos o raio da
bola como unidade de medida, o que ddb=1,a=23¢e
f = /8 =~ 2.83. Na figura 5, representa-se a hipérbole %’
de observagdo da bola-8 esticada; aqui, a elipse muito
oblonga representa uma perspectiva da segunda ima-
gem bidimensional da figura 3, despojada do seu conte-
udo gréfico. O segmento [AB] é, pois, 0 eixo maior da
bola-8 esticada; para bem a observar, o leitor devera co-
locar a pupila dum olho num ponto da dita hipérbole
e orientar o eixo 6ptico segundo a bissectriz do dngulo
AOB (o eixo do cone visual).

Escélio. Em geral, os quadros renascentistas execu-
tados por matemadticos como Piero della Francesca pos-
suem informacdo suficiente para determinar um tnico
ponto de observagdo. Como vimos, ndo é esse o caso na
observagdo duma elipse, sem contetddo gréfico, de que
apenas se sabe ser representacdo perspectiva duma cir-
cunferéncia.

Figura 5. A hipérbole de observacdo.

A ELIPSE DE MAKE POVERTY HISTORY

Podemos desde ja resolver o problema 5 do Canto Dél-
fico anterior. Tratava-se da anamorfose de Julian Beever,
que aqui se reproduz para reavivar a memoria. Pergun-
ta-se: qual o eixo menor da elipse, sabendo que o eixo
maior é 13m e que o ponto de observacdo optima estd
colocado a uma altura de 1.5m, na vertical dum ponto
do solo que dista 2m do referido eixo maior.

Duas notas prévias: em primeiro lugar, hd um sé
ponto O de observagido éptima, dada a complexidade
do contetido da imagem de Beever; por outro lado, esse
ponto estd sobre a hipérbole de observagao da elipse (cf.
figura 5).

O semi-eixo maior mede, pois, a = % e, feitas as
contas com o sistema cartesiano acima adoptado, o pon-
to O tem coordenadas x =a+2=285, y=0, z=1.5.
De (5) vem

8.5 15
O
Portanto, o eixo menor da elipse mede ~ 3.30 m.

1 .. b~165m

E O CONTEUDO DA BOLA-8?

Um dos problemas colocados no Canto Délfico anterior foi
este: tome agora em conta os conteiidos das imagens bidimen-
sionais, nomeadamente: oitos, sombras e reflexos. Existe algum
ponto do espago do qual se consegue observar a segunda imagem
e ver uma imagem matematicamente semelhante a primeira ima-
gem da bola-8?

Para vermos que a resposta a tal questdo é negati-
va, vamos dar uma outra volta ao problema. Substitua-
-se o contetido da bola-8 por uma quadricula como a da
figura 6. Coloque-se o circulo quadriculado na posicdo
indicada na figura 7, de modo a que o cone visual seja de
revolucdo; nessa situacdo, o nosso olho, em O, vé o disco
na sua circularidade plena. Projecte-se de O a grelha num
outro plano (horizontal, na figura 7). Se retirarmos de cena
o disco circular e olharmos de O para a grelha projectada
no plano horizontal, o nosso olho continua a ver a figura 6!

Observe agora, na figura 8, a projecgdo da grelha' no
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Figura 7. Projeccdo da grelha da figura 6.

plano horizontal (cf. figura 7) comparada com a malha
que se obtém esticando linearmente a figura 6 tal como
se fez para obter da bola-8 a imagem eliptica da figura 3.
A diferencga visualmente clara entre as duas deformacgées
da quadricula inicial ilustra quédo ingénua é a ideia de
que observar "de esguelha" uma imagem esticada pode
reconstituir a imagem original com todo o seu contetido.

OUTROS PROBLEMAS

Mantém-se, no entanto, o problema de conceber argumen-
tagdo matemadtica sélida que prove as impressdes que o
grafismo acima sugeriu. Acrescentamos dois problemas aos
cinco do Canto Délfico do n.° 174 da Gazeta de Matemdtica:

Problema 6. As rectas que atravessam, da esquerda para
a direita, a primeira imagem da figura 8 parecem con-
vergir num ponto. Serd isso verdade? E, se assim for,
que ponto € esse, que relagdo tem com o cone visual da
figura 7?

Problema 7. Para a primeira imagem da figura 8, de que
pontos da hipérbole de observagdo da elipse se vé uma

imagem matematicamente semelhante a da figura 6?

O autor escreve de acordo com a grafia antiga

O método (de por e tirar grelha) tem fortes se-

melhangas com a experiéncia atribuida a Filippo|
Brunelleschi, por volta de 1420, para ilustrar
leis da perspectiva por ele entio redescobertas|
A figura mostra-o, de acordo com a lenda, segu-
rando na mao direita um desenho do Baptistério
de S. Jodo e, na esquerda, um espelho; quando|
este ¢é retirado, Filippo vé o seu Baptistério, "tal
qual" o desenho que executara de acordo com
leis matemdticas que viriam a marcar a praticd

pictdrica renascentista.
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Figura 8. Duas malhas bem diferentes.

!Para caber numa coluna da Gazeta de Matemdtica, a elipse da figura 7 foi

concebida com excentricidade bem menor do que as das figuras 8 e 3.
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