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Transposigées e inversdes sao
transformagdes no conjunto de todas
as notas musicais recorrentemente
utilizadas por misicos e compositores.
No contexto do sistema de afinagdo

de temperamento igual, transposi¢des
e inversdes podem ser naturalmente
identificadas com as transformacdes
de Mobius que preservam um certo
subconjunto discreto da espiral

logaritmica.

1. TEMPERAMENTO IGUAL

Néo vamos repetir aquela velha histéria do passeio de Pita-
goras e dos martelos na oficina do ferreiro, mas relembremos
a observacdo fundamental habitualmente atribuida ao mes-
mo Pitdgoras: os sons produzidos ao pressionar pontos que
dividem a corda de um monocérdio nas razdes 1:2, 2:3 e 3:4
estdo em extrema consonancia, no sentido de que sdo “agra-
déveis” ao ouvido quando combinados entre si. Os métodos
introduzidos por J. B. Fourier, no século XIX, trouxeram um
entendimento mais profundo sobre o fenémeno. Uma corda
esticada quando vibra produz um som que é a soma de va-
rias ondas sinusoidais (os harménicos do som produzido) com
frequéncias multiplas inteiras da frequéncia dominante (ou na-
tural) da corda.

Denominamos por nota musical um som associado a uma
Gnica onda sinusoidal — e, portanto, a uma tnica frequén-
cia. Na realidade, tais sons puros ndo existem na natureza.
Quando, por exemplo, se refere a nota la?, o 14 central do pia-
no, pensamos na frequéncia dominante da respetiva corda
(tipicamente ajustada para 440 Hz). Se a frequéncia de uma
determinada nota é wy, entéo a oitava acima é a nota com fre-
quéncia 2wy, aquela que corresponde a razdo pitagérica 1:2.
Homens e mulheres cantando em unissono, na realidade fa-
zem-no (bom, pensemos em cantores minimamente talento-
sos) com o intervalo de uma oitava. Este facto levou diferen-

tes culturas a aceitar a oitava como intervalo de referéncia.

O ouvido humano tem a capacidade de distinguir deze-
nas de notas diferentes compreendidas num tal intervalo. De
entre essas notas podemos selecionar algumas e organiza-las
em sequéncias, da mais grave a mais aguda, que designa-
remos por escalas. Na tradi¢do ocidental, consideram-se 12
notas no intervalo de uma oitava. A escala cromdtica é precisa-
mente a sequéncia formada por essas 12 notas:

do, dod, ré, réd, mi, 4, faf, sol, solf, 14, 144, si.
Mas a escolha do nimero 12 ndo é universal. Por exemplo, na
cultura indiana é frequente adivisdo da oitava em 22 shrutis [1].

Estabelecidas 12 notas, coloca-se o problema, diga-se
pouco pacifico [3, 4], de encontrar valores para as razdes
das respetivas frequéncias: o problema do temperamento da
escala cromadtica. A matematica envolvida nesta discussdo é
rica, tanto em relagdo a modelacdo do fendmeno de emissdo,
propagagéo e percegdo do som [1], como em relagdo a cons-
trucdo artesanal de instrumentos musicais compativeis com
os diferentes sistemas adotados [6]. A divisdo em intervalos
iguais, o temperamento igual, adequa-se com facilidade a cons-
trugdo e a execugado de instrumentos de teclas, como o piano
ou o cravo. Neste caso, a razdo entre as frequéncias de duas
notas consecutivas é dada por T = V2, um ntimero irracio-
nal! Se a nota de referéncia tem frequéncia g, as 12 notas
da escala cromatica terdo frequéncias dadas por wy = TFwy,
com k=0,1,...,11. A melhor aproximagéo a quinta pitagé-
rica (a nota associada a frequéncia %wo) ocorre para k =7:
wy ~ 149836()0

Se esta diferenga parece ndo perturbar muito os ouvi-
dos dos mtsicos mais experimentados, outros intervalos
no temperamento igual podem ser bem mais delicados de
compatibilizar com as consonancias “naturais” observadas
por Pitdgoras [3]. Nado obstante, o temperamento igual é hoje
amplamente adotado na afinacdo de diferentes instrumentos

musicais, como o piano e a guitarra.

2. CONJUNTO DAS NOTAS MUSICAIS

NO TEMPERAMENTO IGUAL

Fixemos uma nota de referéncia, digamos a nota do®, o d6
central do piano, com frequéncia wy. Seja M o conjunto das
notas musicais do temperamento igual, ordenadas de acor-
do com o valor das frequéncias correspondentes: w, = 7wy,
com n € Z. Temos portanto uma bijeccdo F: M — Z que

preserva a relacdo de ordem entre os dois conjuntos,
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F(si?) = —1,F(do®) = 0, F(do#®) = 1, F(#®) =2

de acordo com a seguinte figura:
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Figura 1. Escala cromética.

Os pares ordenados (X,Y) € M x M serdo designados
por intervalos musicais. Consideremos a aplicagdo amplitude
J: M x M — Z definida por | (X,Y)=F (X)—-F(Y). Seguin-
do a terminologia usual, intervalos musicais de um tom sao os
pares (X, Y) para os quais J(X,Y) = %2 e intervalos de meio-
-tom sdo os pares (X, Y) para os quais J(X,Y) = £1. Por exem-
plo, J(mi?, re®) = F(mi®) — F(re®) =

uma sétima menor inferior (10 meio-tons).

—10, o que corresponde a

3. TRANSPOSICOES E INVERSOES

Dado um inteiro k, a transposi¢do musical por k meio-tons é a
transformacdo T : M — M que “adiciona” k meios-tons a to-
dos as notas, preservando desta forma a relagdo de ordem e a
amplitude dos intervalos. Ou seja,temos Ty (Z,) = Z,, .k, onde
Z, é anota musical correspondente a n: F(Z,) = n. Por outro
lado, as inversdes musicais sdo transformagdes no conjunto M
que também preservam a amplitude dos intervalos mas que
invertem a relagdo de ordem. Mais concretamente, dados dois
inteiros i e j, com 0 < [j —i| <1, ainversdo [;; : M — M é de-
I;;. Quando
i = j, também denotamos I; = I;;, a inversio de M relativamente
a Z;. Neste caso, [;(Z;) = Z;

Por exemplo, a transposi¢do por sete meios-tons do sub-

finida por I;;(Zy) = Z;yj . Claramente, I;; =

conjunto K = {Zy, Z4, Z7}, que corresponde ao acorde ha-
bitualmente designado por D6 Maior, resulta no conjunto
T7(K) = {Zy, Z11, Z14} (acorde de Sol Maior). Por outro lado, a
inversio do mesmo acorde relativamente a Z; = dof#’ resulta
no acorde I (K) = {Z,Z_5,Z_5} (acorde de Sol Menor).
Observagdo. Em teoria musical, o termo inversdo pode ter di-
ferentes significados. O conceito de inversdo de um acorde que
estamos aqui a tratar é diferente do conceito de inverséo asso-
ciado a modificagdo das linhas de baixo dos acordes. Neste se-

gundo sentido, a primeira inversdo do acorde K = {Zy, Z4, Z7},
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por exemplo, é o acorde K = {Z4,7Z7,713}, ou seja, todas as
notas de K’ sdo iguais as de K a menos de uma oitava, mas a
nota mais grave, o baixo, passou a ser a nota Z,.

Transposigdes e inversdes sdo recursos frequentemente uti-
lizados por misicos e compositores. Na figura 2 vemos um
exemplo extraido da obra de J. S. Bach. O Cinone a 2 “Quaeren-
do Invenietis”, da Oferenda Musical (BWV 1079), que consiste

num canone por inversdo, a distancia de sétima menor:
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Figura 2. Canone por inversao.

A linha melédica inferior inverte os intervalos da linha su-
perior. A voz inferior éiguala I_5 = T_1g o Iy da voz superior.
Mais exemplos podem ser encontrados em [5].

Uma transposicdo por k meios-tons, seguida de uma outra
transposicdo por k' meios-tons, resulta numa transposicao por
k + k' meios-tons; uma transposigdo seguida de uma inversdo
é equivalente a uma inversdo; uma inversado seguida de outra
inversdo corresponde a fazer uma tnica transposicdo. Mais
explicitamente,

TxoTy = Teyw  Lijoly=Tipj1—p

T o Iy = Tiytis21,j+ k/2) Lijo T = Li\k/2),j—[k/2]

onde i < j,|k/2]é o maior inteiro n tal quen < k/2e[k/2]éo
menor inteiro m tal que k/2 < m.

Assim, o conjunto de todas as inversdes e transposigdes ad-
mite uma estrutura natural de grupo ndo abeliano. Recordamos
que um par (G, o) constituido por um conjunto G, ndo vazio,
e uma operagdo bindria o diz-se um grupo quando verifica os

seguintes axiomas:

(1) Associatividade.

Para quaisquer x,y,z € G, (xoy) oz =x0 (yoz);

(2) Existéncia de identidade.



Existe e € G, a identidade do grupo, tal que, para todo
x€G,xoe=¢e0x =X,

(3) Existéncia de inverso.
Para cada x € G, existe x’ € G, o inverso de x, tal que

xox' =x'ox=e.

O grupo diz-se abeliano se x o y = y o x para todos os elemen-
tos x,y € G. Em relagdo ao grupo das transposicdes e inver-
soes, o inverso de Ty é T_j, o inverso de qualquer inverséo é
ela prépria e a identidade é a transposicao Tp.

Uma forma usual de descrever geometricamente este gru-
po, que denotaremos por Gy, consiste em identificar as 12 no-
tas da escala cromdtica Zy, Z1, . .., Z11 com os 12 vértices de um
dodecagono regular. Assim, inversdes e transposigdes corres-
pondem a elementos do grupo de simetria do dodecdgono, o
grupo diedral D1y. No entanto, este modelo néo distingue notas
que difiram por oitavas nem reflete qualquer propriedade do
temperamento utilizado. Nas duas sec¢des seguintes apresen-
tamos um modelo para o conjunto M das notas musicais no
sistema temperado que resolve estas dificuldades e a corres-

pondente descri¢do geométrica do grupo Gyy.

4. AS TRANSFORMACOES DE MOBIUS
Uma transformagdo de Mobius é uma transformagdo no plano
complexo que é representada por uma fragdo racional da forma

az+b
ch—l—d' M

onde 4, b, ¢ e d sdo niimeros complexos que satisfazem a con-
dicdo ad — bc # 0. Prova-se que as transformagées de Mobius,
com a operagdo bindria definida pela composigdo de trans-
formagGes, formam um grupo, que denotaremos por Mob, o
grupo de Mobius. Por exemplo, o inverso da transformagéo (1)
é dado por

dz—b

—cz+a

Vejamos alguns exemplos de transformagdes de Mobius:

(1) Translagdo. Para qualquer nimero complexo b = by + ib,,
onde i é a unidade imagindria, a transformagdo z — z + b

representa uma translagio no plano pelo vetor b = (b1, by).

(2) Rotagdo. Para qualquer g € C com |a| = 1, a transforma-
¢do z > az representa uma rotagdo no plano em torno da

origem. Se considerarmos a representagdo em coordena-

das polares de a = ¢ e z = |z[e?, temos az = |z|el(¢+f0),
uma rotagdo de dngulo 6, (tomando como sentido positi-

vo o sentido anti-hordrio).

Figura 3. Rotacdo de angulo 6.

(3) Homotetia. Para qualquer a € R, z — az representa uma

homotetia no plano centrada na origem e de razéo a.

(4) Inversdo sequida de reflexio. Recorde-se que, dada uma cir-
cunferéncia C de raio r centrada em O e um ponto P dife-
rente de O, o inverso P’ de P relativamente a C é o tinico
ponto sobre a semirreta OP que satisfaz |OP||OP'| = r2.

Em notagdo complexa, se P =z e C é a circunferéncia

unitdria centrada na origem, entdo P’ = ﬁ

Figura 4. Inversdo em relacdo a uma circunferéncia.

Por outro lado, z — Z dd-nos a reflexdo em relagdo ao

eixo real.

z=x+yi

E=x—yi

Figura 5. Reflexdo em relacdo ao eixo real.
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Assim, a transformacgdo de Mdbius z — % = ﬁ repre-
senta uma inversdo em relacdo a circunferéncia unitdria

centrada na origem seguida de uma reflexdo.

Qualquer transformacdo de Mdobius pode ser obtida por
composicdo de translagdes, reflexdes, rotagdes, inversdes
e dilatagdes. Com efeito, considerem-se as seguintes trans-

formagoes: ¢(z) =z +% (translagdo pelo vetor %); h(z) =

__ad—bc

2z (rotacdo

(inversdo seguida de reflexdo); m(z) =

™ D Ni=

homotetia); s(z) =z+ ¢ (translagdo pelo vetor ). Entdo,
possivel provar que:

az+Db
cz+d

=somohog(z).

Observagdo. Uma transformagdo conforme é uma transfor-
macgdo que preserva angulos. Ou seja, duas curvas que se
intersetam num certo ponto P segundo um angulo « sdo
transformadas em outras duas curvas que se intersetam no
transformado de P segundo o mesmo angulo «. Pela teoria

das funcdes de varidveis complexas, qualquer transforma-

az+b
cz+d

em geral, estas transformagdes ndo estdo definidas em todo

¢do de Mobius z — é conforme. Devemos observar que,

o plano complexo. Juntando a C um ponto o no “infinito”,
podemos identificar a esfera unitéria S? com o plano completo
C U {oo} por meio de uma projecio estereogrifica, que é uma

transformagdo conforme. Desta forma, uma transforma-

x 1 b x
¢do de Mobius z — ﬁ;jd corresponde a uma transformagédo

d
conforme em S?, fazendo o + % e —¢ > . Sabe-se que o

grupo de Mobius é precisamente o grupo das tranformagées

conformes de S? que preservam a orientagio [2].

K

[ Z

Figura 6. Projecdo estereografica.
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5. A ESPIRAL LOGARITMICA

E O TEMPERAMENTO IGUAL

A espiral logaritmica é um tipo de espiral que aparece fre-
quentemente associado a diversos elementos na Natureza:
conchas de certos moluscos, galdxias espirais ou ciclones
tropicais, por exemplo. Face as suas propriedades singulares,
Jacob Bernoulli designou-a por Spira Mirabilis.

A equagdo da espiral logaritmica, em termos de coordena-
das polares (p, ), é dada por p = pge®, com py > 0 e b cons-
tantes reais. Esta espiral pode ainda ser caracterizada pela
seguinte propriedade: o dngulo S formado pela tangente a
espiral no ponto (p,0) e a correspondente reta radial é cons-

tante, mais precisamente, § = arctg%.

Figura 7. Espiral logaritmica.

In2

2r e Mg C Mob o

Sejam S a espiral logaritmica p = ¢f
seu subgrupo de simetria, isto €,
Ms={f €Mob: f(S) =S}
Este subgrupo é formado pelas transformagdes z — apz e

Z = %, com «g, Bg € S. De facto, se
az +b
fz) =
cz+d
preserva a espiral S, entdo f também preserva os seus pontos

limites, isto é, f(0) = 0e f(o0) = o0;0u f(0) = coe f(o0) = 0.

No primeiro caso teremos b =0 e ¢ = 0; logo, f(z) = 4z

uma vez que 1 € S, o seu transformado, f(1), também deve

estar em S, logo, ag = % € S. Do mesmo modo, no segundo

caso, teremos f(z) = 21 com By = bes.
Seja So C S aimagem de Z por meio da aplicagdo

27tn

i )
NEZ sz, =e22 T 8.



Figura 8. Representacdao em espiral do conjunto M.

Tendo em conta a identificagdo entre Z e o conjunto M esta-
belecida por F, obtemos uma nova representacdo para o con-
junto das notas musicais do sistema de temperamento igual,
aquela que a Z,, € M associa o nimero complexo z,. Repare-
-se que, se atribuirmos ao d6 central do piano, F (d03) =0,
a frequéncia wy =1, a frequéncia de Z;, relativamente ao
sistema de temperamento igual, é dada por w; = 7!, com
= %2, 0u seja, w; = |z

Finalmente, designemos por Mg, C Mg o subgrupo de
simetria de Sp. As transformacgdes z — gz e z +—> @ estdo

em ./\/lg0 se, e s se, wy e P estiverem em Sy. Assim, o sub-

grupo M, é formado pelas seguintes transformacgoes:

Zi
Z— —.

Z > Z;Z;
z

A primeira destas transformagdes é dada por uma rotagao de
angulo % em torno da origem seguida de uma homotetia
centrada na origem de razdo 7'; transforma z, em z;, logo
corresponde a transposigdo T;. A segunda transformagdo é
dada por uma inversdo em relagdo a circunferéncia unita-
ria centrada na origem seguida de uma transformacdo do
primeiro tipo; transforma z; em z;_g, correspondendo deste

modo a inversdo I ;2| 1i/2]-

6. CONCLUSAO
Se identificarmos o conjunto M das notas musicais do siste-
ma temperado com o subconjunto discreto

So = {ef2 2% 1y € N}
da espiral logaritmica S definida em coordenadas polares
por p = g91§‘72, o grupo Gy das transposigdes e inversdes é

precisamente o grupo formado pelas transformagdes de Mo-

bius que preservam Sy.
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