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Sabia que existem varios métodos
para o calculo dos quartis? Se
usar uma mdquina de calcular, uma
folha de cdlculo e um programa
estatistico para determinar os quartis
de um mesmo conjunto de dados

os resultados obtidos podem nao
coincidir. Conheca a diferenca entre
o método apresentado nos ensinos
bésico e secundério e o método

apresentado no ensino superior.

INTRODUCAO

Imaginemos que queremos calcular os quartis de um conjun-
to de dados. Se consultarmos vdrios manuais de matematica
do ensino bésico e do ensino secunddrio e sebentas de esta-
tistica do ensino superior encontramos diferentes defini¢Ges
e férmulas para o cdlculo dos quartis, que algumas vezes
conduzem a resultados diferentes. Se recorrermos a meios
tecnolégicos para determinar o valor dos quartis do mesmo
conjunto de dados, usando uma mdquina de calcular, uma
folha de cdlculo ou um programa estatistico, pode aconte-
cer que fiquemos com mais algumas respostas diferentes.
Afinal, o que sdo e como se calculam os quartis? Neste texto
abordaremos a questdo, considerando apenas dados discre-
tos ndo agrupados. Salientamos que nos ensinos bdsico e se-
cunddrio se ensinam formas de cédlculo dos quartis distintas
da apresentada no ensino superior, sem que seja referido que
existem vdrios métodos para o cdlculo dos quartis. Argu-
mentamos que o método introduzido no ensino superior é
preferivel e apresentamos uma proposta de uniformizagao

do célculo dos quartis em todos os niveis de ensino.

QUARTIS - DEFINICAO SIMPLES

Uma forma simples, mas pouco rigorosa, de definir os quartis é:

Defini¢ao 1: Quartis sdo os valores que dividem um conjunto
de dados em quatro partes iguais.

Uma vez ordenado o conjunto de dados, o segundo quartil
(Q7), mais conhecido como mediana, é o valor central dos
dados. Isto €, a mediana é o valor que divide o conjunto de
dados em duas partes (metades) com igual nimero de ele-
mentos; a primeira metade com os elemetos do conjunto de
valor ndo superior a mediana e a segunda metade com os
dados de valor ndo inferior a mediana. Depois o primeiro
quartil (Q1) serd a mediana da primeira metade do conjunto
de dados e o terceiro quartil (Q3) serd, analogamente, a me-
diana da segunda metade do conjunto de dados. Considere-
mos, por exemplo, o conjunto de dados, ja ordenado

{x1=1Lxp=3,x3=6,x4 =10,x5 = 14, x5 = 18,
x7 = 21,x3 = 25,x9 = 29, x19 = 32}.

Ao todo temos 10 elementos, logo, o valor central dos dados
estard entre o quinto e o sexto elementos, isto é, entre x5 = 14
exg = 18. O ponto médio entre 14 e 18 é 16 e, por isso, conside-
ra-se Q, = 16. Este valor divide o conjunto de dados em duas
metades: {x; =1,xp = 3,x3 = 6,x4 = 10, x5 = 14} e {xs = 18,
xy = 21,x8 = 25,x9 = 29,x19 = 32}. Agora o primeiro quartil
serd o valor central do primeiro subconjunto. Este subcon-
junto tem um nimero impar de elementos, logo, o valor cen-
tral é um elemento do subconjunto — o elemento x3 = 6, logo
Q1 = 6. Da mesma forma, o terceiro quartil serd a mediana
do subconjunto {xs = 18,x7 = 21, x5 = 25,x9 = 29, x19 = 32}
e, mais uma vez, como o nimero de elementos deste subcon-
junto é impar, o valor central é xg = 25, logo Q3 = 25.

Consideremos agora o conjunto de dados

{¥x1 =1, =3,x3=6,x4 =10, x5 = 14,
xe = 18,x7 = 21, xg = 25,x9 = 29}
com nove elementos (usamos a letra n para representar o nd-
mero de elementos do conjunto, neste caso 1 =9). Como o nti-
mero de elementos é impar, a mediana (segundo quartil) serd
o elemento central, isto é Q = x5 = 14. Até aqui, tudo bem.
Mas agora como é que dividimos o conjunto de dados em
duas metades? O elemento x5 deve ser incluido em ambas as
metades, em nenhuma das duas ou apenas numa delas? Esta
incerteza origina diferentes métodos de cdlculo dos quartis.

Vejamos dois deles.
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Método inclusivo: Quando o conjunto de dados tem um nd-
mero impar de elementos, o elemento correspondente a Q,
é incluido em ambas as metades do conjunto de dados para
célculo dos Q; e Q3.

Usando este método as duas metades do conjunto de dados
serdo {x1 =1,x=3,x3=6,x4 =10,x5 =14} e {x5 =14,
x¢ =18, x7 =21, x3=25x9=29}

Q1 = x3 = 6 e Q3 = x7 = 21. Repare-se que tendo o conjunto

e entdo teremos

de dados 1 elementos, desta forma cada uma das metades terd
(n+1)/2 elementos.

Método exclusivo: Quando o conjunto de dados tem um na-
mero impar de elementos, o elemento correspondente a Q>
ndo é incluido em nenhuma das metades do conjunto de da-
dos para célculo dos Q1 e Qs.

Usando este método, as duas metades do conjunto de dados
serdo {x;1 =1,xp =3,x3=6,x, =10} e {xg =18, x7 =21,
xg = 25, x9g = 29} e entdo teremos Q = (xp +x3)/2=45¢
Q3 = (x7 + x3)/2 = 23. Repare-se que tendo o conjunto de
dados n elementos, desta forma cada uma das metades terd
(n—1)/2 elementos.

O processo de determinagdo de cada quartil inclui dois
passos: primeiro, determinar a posi¢do do quartil no con-
junto de dados; segundo, calcular o valor do quartil. Quan-
do o quartil coincide com um elemento do conjunto de
dados, dizemos que a sua posi¢do é um valor inteiro k, e
neste caso o valor do quartil é imediato. Por exemplo, para
o conjunto de dados inicial com 10 elementos, a posicdo de
Q1 é k=3, logo o seu valor é Q = x3 = 6. Quando o quar-
til fica entre dois elementos dizemos que a sua posicdo é
um valor nédo inteiro. Ainda neste conjunto de dados com
n =10, a posicdo de Q, é entre os elementos x5 e x4, pelo
que dizemos que a sua posic¢do é k = 5.5 e, neste caso, é ne-
cessdrio calcular o seu valor fazendo, por exemplo, a semi-
soma dos valores dos elementos nas posi¢oes 5 e 6, isto §,
Qo= (x5+x6)/2=(14+18)/2 = 16.

A posicdo dos quartis pode também ser calculada ma-
tematicamente. Todos os métodos determinam a posigdo
da mediana (segundo quartil) da mesma forma. Conside-
re-se um conjunto de dados ordenado com n elementos
X1 <X < x3 < s < Xy

A posicao de Q, num conjunto de dados

com 1 elementos é (n+1)/2.

36 GAZETA DE MATEMATICA -

n par n impar
Q1 Qs Q1 Qs
k= mt3 | - 3ntl Método
! = i inclusi
f— 2 PR inclusivo
=1 =1 P
§_ ntl f 3us3 Método
! =1 .
exclusivo

Tabela 1: Férmulas para cdlculo das posicdes de Qq e Qs.
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Tabela 2: Férmulas para cdlculo do valor de (), dada a sua posigdo k.

Ja a forma de determinar a posi¢do dos Q1 e Q3 no conjunto
de dados varia consoante o método utilizado.

A Tabela 1 apresenta as férmulas para cdlculo das posi-
¢Oes dos primeiro e terceiro quartis correspondentes aos mé-
todos inclusivo e exclusivo.

Uma vez conhecida a posi¢do dos quartis, a forma de cal-
culo do seu valor é igual em ambos os métodos. A tabela 2
apresenta a forma de calcular um quartil Q;, dada a sua po-
si¢do k no conjunto de dados.

Todos os manuais do ensino bésico consultados ensinam a
determinar os quartis usando o método exclusivo, de acordo
com as indica¢gdes do Ministério da Educacdo e Ciéncia [1].
Comecam por definir a mediana como o centro do conjunto
de dados ordenado e depois definem o 1.” quartil como sendo
a mediana dos dados que ficam a esquerda da mediana do
conjunto de dados e o 3.° quartil como sendo a mediana dos
dados que ficam a direita da mediana do conjunto de dados.
Os manuais do ensino secunddrio consultados ensinam tam-
bém o método exclusivo (embora a brochura de estatistica do
10.° ano faga referéncia aos métodos inclusivo e exclusivo [4]),
apresentando as férmulas para determinagdo das posi¢des
dos quartis. Em nenhum manual dos ensinos bdsico e secun-
dério encontrdmos informagdo sobre a existéncia de outros
métodos para o cdlculo dos quartis. Quando no ensino supe-
rior se ensina outro método para o cdlculo dos quartis (que

algumas vezes conduz a valores distintos), os alunos reagem



com alguma ‘desconfianca’ e confusao relativamente ao con-
ceito de quartil.

Existem muitos métodos para o cédlculo dos quartis, di-
ferindo quer no primeiro passo do processo (determinagéo
da posicdo dos quartis) quer no segundo passo do processo
(cdlculo do valor dos quartis). Quando a posi¢do dos quartis
no conjunto de dados ndo é um inteiro, os métodos inclusivo
e exclusivo calculam a semissoma dos valores dos elementos
do conjunto de dados mais préximos da posicdo do quartil.
Métodos hd que arredondam a posi¢do do quartil, sendo este
sempre igual a um elemento do conjunto de dados, e existem
métodos com formas de arredondamentos distintas. Outros
métodos optam por fazer interpolagdo dos valores dos ele-
mentos mais préximos da posigdo do quartil. Por exemplo,
imaginemos que a posigdo do quartil é 2.85. Fazendo interpo-
lagdo, o valor do quartil seria dado por 0.85 x x3 + 0.15 x x3.
O leitor interessado encontrard no artigo [3] a descricdo de 15
métodos para o célculo de quartis, assim como a equivalén-
cia entre alguns deles e as respetivas referéncias.

Mas, entdo, qual serd o melhor método para calcular os

quartis? Depende do uso que deles queremos fazer.

QUARTIS VISTOS COMO ESTIMADORES

No ensino superior interessa-nos olhar para os dados como
valores observados de uma dada populacdo e, neste sentido,
o conjunto de dados é uma amostra de observagdes e as me-
didas calculadas com base na amostra sdo vistas como esti-
mativas de pardmetros da populacdo subjacente (assume-se
que a amostra € aleatdria e representativa da populacdo em
estudo — neste texto ndo abordaremos o assunto da recolha/
construcao de uma amostra vdlida). Ora, a forma de calcu-
lar os quartis nos ensino bdsico e secunddrio, embora muito
intuitiva, ndo fornece um bom estimador para o pardmetro
da populacéo correspondente (ver, por exemplo, [2] pag. 87).
Para perceber de que parametros falamos, interessa aqui in-
troduzir o conceito de percentil (ou quantil). Considere-se X
a varidvel aleatdria discreta que representa a caracteristica
da populagdo em estudo. Percentil populacional de pro-
porgéao p (ou de percentagem 100p %) é o valor P, tal que
P(X<Py)>peP(X>=P,)>1-p. O primeiro quartil &,
pois, o percentil de proporgdo 0.25, isto é, o valor Py 5 tal que
a probabilidade de a varidvel X tomar um valor ndo superior

a Py 5 é, pelo menos, 0.25 e simultaneamente a probabilidade

de a varidvel X tomar um valor ndo inferior a P25 é, pelo
menos, 0.75. Analogamente, o terceiro quartil é o percentil
de proporcdo 0.75 (75%) e o segundo quartil (mediana) é o
percentil de proporg¢do 0.5 (50%).

Quem é que nunca ouviu a mae de uma crianga pequena
comentar ‘O meu filho estd no percentil 95 da altura’? O que
isto significa é que, considerando todas as criangas portu-
guesas com a mesma idade do filho da senhora, pelo menos,
95% dessas criangas terdo uma altura ndo superior a altura
do filho da senhora e simultaneamente, pelo menos, 5% des-
sas criangas terdo uma altura ndo inferior a altura do filho
da senhora. Dada uma amostra representativa da populagao
descrita pela varidvel aleatéria X, estimamos a probabilidade
de a varidvel assumir um valor ndo superior a determina-
do valor x pela propor¢do de valores ndo superiores a x na
amostra, isto €, estimamos a fungdo de distribuigdo de X pela
funcgdo de distribui¢do cumulativa dos valores da amostra.
Assim uma definigdo rigorosa e geral para todos os percentis

amostrais sera:

Definigdo 2: Percentil amostral de proporgdo p — P, — é o
valor tal que a proporgdo de valores da amostra ndo superio-
res a Py é, pelo menos, p e simultaneamente a proporgédo de
valores da amostra ndo inferiores a Py é, pelo menos, 1 — p.

Chamamos aqui a atengdo para o facto de, ao adotar o mé-
todo exclusivo para o cdlculo dos quartis, que produz valores
de quartis que nédo respeitam esta defini¢do, as metas cur-
riculares do ensino bdsico optam por pedir apenas que os
alunos saibam reconhecer que, pelo menos, 75% dos dados
da amostra é nédo inferior ao primeiro quartil e, pelo menos,
75% dos dados da amostra é ndo superior ao terceiro quartil,
induzindo uma defini¢do dos quartis pouco rigorosa e tam-
bém pouco intuitiva ([1] OTD8 1.4 pég. 72).

Baseado na defini¢do 2 surge um método para o calculo
dos percentis de uma amostra que muitas vezes se designa
por método CDEF, do inglés, cumulative distribution function.
O leitor interessado encontrard no artigo [3] a demonstragdo
de que o método CDF produz sempre um percentil de acordo

com esta definigao.

Método CDF: Dada uma amostra com n observagdes, se np
¢ um valor inteiro, entdo Py = (xnp + Xnp11)/2; se np nédo é

um valor inteiro, seja k a parte inteira de np, entdo P = x1.
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Este método produz um bom estimador para o percentil
populacional, mas tem a desvantagem de néo ser nada intui-
tivo. Os métodos inclusivo e exclusivo referidos anteriormen-
te, embora intuitivos, além de ndo produzirem bons estima-
dores, tém também a desvantagem de nao ser generalizaveis

ao célculo de outros percentis que ndo os quartis.

PROPOSTA PARA UNIFORMIZAGAO DO CALCULO
DOS QUARTIS EM TODOS OS CICLOS DE ENSINO

Como dissemos na introdugéo deste texto, o facto de ensinar-
mos ao longo dos vdrios ciclos de ensino formas diferentes
de calcular os quartis que em certas situagdes conduzem a
valores distintos, sem que logo de inicio se refira que exis-
tem diferentes métodos para o fazer, é desconfortdvel para
os alunos e confunde-os, o que em nada contribui para a
aquisi¢do do conceito e dd origem a uma certa desconfianca
relativamente a estatistica. Argumentamos que tal é evitdvel
e divulgamos uma forma mais intuitiva do método CDF, pas-
sivel de ser ensinada nos ciclos bdsico e secunddrio do ensi-
no portugués. Voltemos a nogdo intuitiva de que os quartis
dividem uma amostra com n observagdes em quatro partes
iguais. Ora, ao fazer a divisdo inteira de n por 4 ou o resto
dd 0 ou dd 1 ou dé2ouda3. Isto é dado n o nimero de ob-
servagdes da amostra, existe um m inteiro ndo negativo tal
queoun =4m, oun =4m+1,oun =4m+2,oun =4m+3
. Podemos entdo determinar as férmulas para a posigdo dos
primeiro e terceiro quartis segundo o método CDF de acordo

com o resto da divisdo inteira de n por 4 da forma explicitada

n=4m n=4m+1 | n=4m+2 |\n=4m+3
Q| k=22 | k=2p | k=22 | k=
QS k= 3n2»2 k= SnZ»l k= 3nz»2 k= 37113

Tabela 3: Férmulas para célculo das posi¢oes
de Oy e O3 com o método CDF.

na Tabela 3.

Note-se que as formulas sdo iguais nos casos em que o resto
da divisdo inteira de n por 4 é 0 ou 2, isto é, quando o n é par.
Alternativamente, podemos organizar a tabela para n par e

fmpar, considerando dois casos para n impar — um quando o
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n impar
n par
P n=4m+1 n=4m+3
Q | k=2 | k=P | k=
Qs k= 3n4+2 k= 3n4+1 k= 3n£L3

Tabela 4: Férmulas para calculo das posicdes de Qr e Q3 com o

método CDF — apresentacdo alternativa.

resto é 1 e outro quando o resto é 3, como mostra a Tabela 4.
Note-se que a posi¢do da mediana (segundo quartil) con-
tinua a ser dada por (n+1)/2 = (2n+2)/4, para todos os
valores de 7.

Uma vez conhecida a posicdo dos quartis, a forma de cdlcu-
lo do seu valor é igual ao apresentado para os métodos inclusi-
vo e exclusivo na Tabela 2. Isto é, quando a posi¢do do quartil é
um niimero inteiro, o seu valor é igual ao da observagao nessa
posi¢do na amostra; no caso de a posi¢do do quartil ndo dar
um ndmero inteiro, o valor do quartil serd dado pela semisso-
ma das observagdes mais proximas dessa posi¢do ndo inteira.

Repare-se que no caso em que n = 4m + 1, as férmulas para
o cdlculo da posic¢do dos quartis com o método CDF coinci-
dem com as férmulas do método inclusivo e, no caso em que
n = 4m+ 3, as férmulas do método CDF coincidem com as
férmulas do método exclusivo. Assim, uma forma intuitiva
de apresentar o método CDF ao alunos dos ensinos bdsico e
secunddrio serd o de, definindo os quartis como as medianas
das metades inferior e superior da amostra, apresentar a pro-
blemadtica que surge no caso de n ser impar — incluir ou ndo a
mediana da amostra nas duas metades a considerar para cal-
culo dos quartis — e indicar o uso do método inclusivo quando
n adividir por 4 dé resto 1 e o uso do método exclusivo quando
n a dividir por 4 d4 resto 3.

No artigo [3], o autor sugere que, definindo os quartis como
as medianas das metades inferior e superior da amostra e
apresentada a problemdtica de incluir ou ndo a mediana da
amostra nas duas metades no caso de n ser impar, se apresente
a solucdo de, quando n fmpar, incluir ou ndo a mediana da
amostra nas metades inferior e superior da amostra por forma
a que o nimero de elementos das metades também seja impar.
Esta forma de apresentacdo do método CDF evita a referéncia
ao resto da divisdo inteira, o que poderd ser preferivel no en-

sino bésico.



Assim, por exemplo, para uma amostra com n = 5 obser-
vagdes (note-se que a divisdo inteira de 5 por 4 dd resto 1), por
exemplo {x1 = 1,x; = 3,x3 = 6,x4 = 10, x5 = 14}, amediana
serd(Qy = x3 = 6 easmetadesaconsiderarirdoincluiramedia-
na,sendo{x; =1,x, =3,x3 =6}e{x3 = 6,x4 = 10, x5 = 14},
o que conduzird a Q; = xp =3 e Q3 = x4 = 10. J4 para uma
amostra com, por exemplo, 7 observagdes (note-se que a divi-
sdo inteira de 7 por 4 d4 resto 3), por exemplo

{x1 =1,x =3,x3 =6,x4 =10, x5 = 14, x¢ = 18,x7 = 21},
a mediana serd Q, = x4 = 10 e as metades a considerar
ndo incluirdo a mediana, sendo {x; =1,x =3,x3 =6}
e {xs=14,%=18,xy =21}, o
Qr=x=3eQ3=1x5=18.

que conduzird a

CONSIDERACOES FINAIS

Nas metas curriculares do ensino bésico justifica-se a escolha
do método exclusivo para cdlculo dos quartis pela sua sim-
plicidade e pelo facto de este ser o método programado na
grande maioria das calculadoras ([2] pdg. 89). Nas atividades
de cardcter investigativo na drea de organizacdo e tratamen-
to de dados, certamente o computador serd um suporte tdo
ou mais utilizado do que as calculadoras, e quer as folhas de
célculo quer os programas estatisticos apresentam, por de-

feito, o cdlculo dos quartis por métodos que ndo o exclusivo.

E, pois, por isso importante que o professor esteja ciente deste
facto quando decidir usar algum destes recursos. Como ilus-
tragdo apresentamos na Tabela 5 os resultados obtidos no cdl-
culo dos quartis de conjuntos de dados de dimensdes 4, 5, 6
e 7. Usdmos duas calculadoras, uma Texas e outra Casio, vul-
garmente usadas por alunos dos ensino bdsico e secundario;
duas folhas de célculo, o Excel da Microsoft e uma folha de
cdlculo de livre acesso — o LibreOffice, presentes na maioria
dos computadores pessoais dos alunos de todos os niveis de
ensino; dois programas estatisticos introduzidos na maioria
das disciplinas de estatistica nos primeiros anos dos cursos
do ensino superior, o SPPS e o R (de acesso livre); e ainda o si-
tio da Internet WolframAlpha (http:/fwww.wolframalpha.com/),
autodenominado uma ferramenta computacional do conhe-
cimento, onde é possivel ndo sé procurar informagdo como
também realizar cdlculos (e produzir gréficos), na drea da ma-
temdtica e em muitas outras dreas. Os programas estatisticos
SPSS e R, assim como o sitio da Internet Wolfram Alpha im-
plementam dois métodos distintos para o calculo dos quartis,
dependendo da ‘funcionalidade’ selecionada (na realidade, se
alterarmos a opgdo definida por defeito na fungdo quantiles
do R, podemos obter qualquer um de nove métodos distintos
para o célculo dos quartis, conforme indicado no manual de

instrugdes do programa [5]).

n=4
{1, 3, 6, 10}
Q1 Q Qs Q1

n=>5
{1, 3, 6,10, 14}

n==~6 18n =7
{1, 3, 6,10, 14, 18} {1, 3, 6,10, 14, 18, 21}

Q Q| 1 Q@ O Q1 Q2 Q3

Método exclusivo
calculadora Casio 2 4.5 8 2

calculadora Texas

6 12 3 8 14 3 10 18

SPSS (weighted average) | 1.5 4.5 9 2

6 12 2.5 8 15 3 10 18

Método inclusivo
R (boxplot.stats) 2 45 8 3
SPSS (Tukey's hinges)

6 10 3 8 14 4.5 10 16

Microsoft Excel
LibreOffice 2.5 4.5 7 3
R (quantiles)

6 10 | 3.75 8 13 4.5 10 16

Método CDF 2 4.5 8 3

6 10 3 8 14 3 10 18

Wolfram Alpha (quartiles) 2 4.5 8 3.5

6 8 3 8 14 3.75 10 17

Wolfram Alpha (quantiles) 1 3 6 3

6 10 3 6 14 3 10 18

Tabela 5: Valores de quartis obtidos em diferentes suportes tecnoldgicos.
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Quanto a nds, o método CDF é o mais indicado para in-
troduzir o célculo dos quartis de amostras (com poucos ele-
mentos repetidos), uma vez que é o tinico que produz sempre
resultados de acordo com a definigdo rigorosa dos quartis.
Ainda que o método CDF venha a ser o método de célcu-
lo dos quartis adotado em todos os ciclos de ensino, as ma-
quinas de calcular, as folhas de cdlculo e os programas de
estatistica continuam a calcular os quartis por outros méto-
dos, que muitas vezes produzirdo valores diferentes. E, pois,
importante que desde muito cedo se apresente aos alunos a
nocdo de que existem diferentes métodos para o cédlculo dos

quartis.
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