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QUATRO QUATROS

Como escrever um nimero com quatro quatros?

Se um certo nimero pode ser escrito com quatro quatros,
porque ndo também escrever o nimero que o sucede
dessa forma? E no caso de ndo se conseguir mesmo, serd
que se pode usar alguma notagdo diferente que o permita?
Vejamos alguns exemplos, convidando o leitor a encontrar
solugdes para os sucessores dos nimeros apresentados (res-
postas no rodapé’):

0 = 4-44 2 = $+4 4 = 4dx (4
6 = 4+4+V4-4 8 = 4+4+4-4 10 = #4
20 = 4x(4+3) 24 4+ (4-4)x4 44 = 44-4

O problema dos quatro quatros teve a sua primeira apari-
¢do impressa conhecida em 30 de dezembro de 1881, na re-
vista semanal Knowledge, An Illustrated Magazine of Science.
Ele surge incluido numa carta enviada ao editor, Richard
Proctor, assinada sob o nome de Cupidus Scientiae, even-
tualmente um pseudénimo do préprio editor. Ao longo dos
anos este problema foi revisitado por vdrios autores que lhe
deram popularidade e mais recentemente por entusiastas
que se dedicaram a criar programas para o resolver.

Na formulagéo original de 1881, apenas eram considera-
das as operagdes aritméticas mais usuais de soma, subtra-
¢do, multiplicacdo, divisdo e raiz quadrada. Com tais regras
é possivel encontrar expressdes para todos os ndmeros até
20, com exceg¢do do 19. Foi notado logo na altura que, com
uma pequena flexibiliza¢do das regras, poder-se-ia resolver
o caso do 19: usando o simbolo de fatorial, 19 = 4! — 4 — 4/4,
ou usando o ponto decimal, 19 = (4+4 — 4)/ 4.

Esta questdo de encontrar um niimero a partir de outros
ndo era propriamente novidade. O reverendo inglés Tho-
mas Dilworth tinha incluido no seu manual de aritmética,

The Schoolmaster’s Assistant de 1743, dois exercicios de tipo
semelhante. Neles eram pedidas representacdes para o 12
a partir de quatro algarismos iguais e para o 34 utilizando
quatro vezes o 3. Esse manual teve vdrias edi¢des em Ingla-
terra e nos Estados Unidos a partir de 1769, tendo-se torna-
do um livro de matemaética muito seguido na época.

Em 1911 o matemadtico inglés Rouse Ball incluiu pela pri-
meira vez o problema dos quatro quatros na 5.* edigdo do
seu livro Mathematical Recreations and Essays. Nele propu-
nha a utilizacdo de fatoriais, subfatoriais e pontos decimais.
A operagdo subfatorial consiste em associar a cada niime-
ro inteiro ndo negativo n o nimero de permutacdes de n
sem elementos fixos, também chamadas de desarranjos de
n, denotando-se por !n%. Esta operagdo é conveniente pois
permite obter 0 9 com um s6 quatro (9=!4). Quanto ao pon-
to decimal, ele era entendido como sendo usado na forma
simples de dizima finita, .4 =2/5, ou na forma de dizima
infinita, 4 =4/9; em particular, possibilitando uma nova

%{‘4- Em 1914, na 6.* edi¢do do seu li-

solugdo para 19,
vro, Rouse Ball tinha jd feito um estudo bastante extensivo
do problema dos quatro quatros, referindo que era possivel
exprimir todos os niimeros até 877. Sem usar subfatoriais
conseguia fazé-lo até 112, tal como mencionava num seu ar-
tigo de 1912%. De salientar que, apesar de aceitar o nimero
2 expresso com apenas um quatro (2 = V/4), era excluida
explicitamente a expressdo de nimeros como .2 ou 22 com
um ou dois quatros, respetivamente.

Posteriormente houve vdrios livros de divulgacdo mate-
madtica que deram visibilidade a este quebra-cabegas. Entre
aqueles com mais impacto destacam-se trés:
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» O Homem que Calculava, 1938, de Malba Tahan, heter6nimo
do brasileiro Julio César de Mello e Souza, no qual sdo apre-
sentadas expressdes para os ntimeros de 0 a 10. E também
mencionado que se pode escrever todos os nimeros até
100. Para o fazer, o tnico detalhe dado sobre as operagoes
permitidas é o emprego de sinais matemédticos modernos;

» From Zero to Infinity, 1955, da autora americana Constance
Reid, que, depois de apresentar solugdes de 1 até 12, es-
creve que se ndo limitarmos o uso de notagdes, podemos
representar todos os niimeros com quatro quatros;

» The Magic Numbers of Dr. Matrix, 1964, do americano Martin
Gardner, faz uma pequena resenha histérica do problema
e exibe uma solugéo para o 113, sem usar subfatoriais mas
violando a restri¢do imposta por Rouse Ball:

|
113:4—3+ﬂ.
N

Hoje em dia existem vdrias pdginas da Internet que se dedi-
cam a apresentar solugdes para o problema dos quatro quatros
seguindo multiplas convengdes. Uma das mais informativas é a
de Paul Bourke® que, entre outras coisas, mostra como resolver
o problema dos quatro quatros supondo a néo restricdo de ope-
radores. A fungio logaritmica, em particular, permite represen-
tar qualquer nimero inteiro positivo, pois considerando uma
expressdo com 2n raizes quadradas, obtém-se

n=—In(In(\/\/---V4)/In(4))/ In(4).
%,—/

2n raizes

Por esta razdo a fungdo logaritmica ndo é geralmente utiliza-
da. O uso de fungdes trigonométricas também ndo é habitual.
Uma das possiveis razdes pode ser o facto de que compondo
alternadamente as fungdes secante e arco tangente, é possivel
escrever todos os niimeros inteiros maiores do que 4 a partir da

expressao,

n = sec(arctg(- - - sec(arctg(4)) - -+ )).

n2—16 vezes sec(arctg)

Além de apresentar a explicagdo detalhada desta férmula, Paul
Bourke defende o recurso ou ndo a determinadas notagées. Nos
casos em que o admite encontram-se, por exemplo:

> Raizes de indice real que permitem escrever
32— V4, 657 =4i(4l+ V)

> O simbolo de percentagem, %, que é na prética entendido
como a divisdo por 100 do niimero a que se aplica e que
possibilita resolucdes dos nameros dificeis 113 e 878:

VA A+ /4% 4

113= YLD VER D g7y 41+ V4,
3 o o7 +V4

Nas nota¢Ges ndo admitidas encontram-se os subfatoriais e a

A%
fungdo gama.

J& David Wheeler® faz um uso muito extensivo da fun-
¢do gama, denotada I', que satisfaz a conveniente identidade
I'(n) = (n — 1)! para qualquer inteiro positivo n. Na lista de so-
lugdes que exibe, classifica-as segundo o seu nivel de impureza,
considerando que usar o simbolo % € pior do que usar a fung¢ao
I'. O primeiro ntimero em que ocorre I' é precisamente o 113,
4'4-4

i

O primeiro sem o recurso a aritmética mais bdsica, obrigando o

113 = T(I(4)) —

uso de uma dizima infinita, é 0 73,

73 = \/\/ V4 1 4/ 4.

Quanto ao 878, aparece na forma,
878 = 4/.4% — V4 —T(T(4)).

Esta lista tem o ntimero 2179 como primeiro ausente, sen-
do muito completa por permitir operagées algo discutiveis, tais
como a fungéo quadrado sq(x) = x? e operadores 16gicos apli-
cados as representagdes bindrias dos ntimeros.

Para uma lista seguindo as regras de Rouse Ball nada me-
lhor do que a pdgina de Nicolas Hammond®. O ntimero 878
continua a ser o primeiro ndo listado. Além disso, o autor da
pdgina reclama possuir uma lista (ndo exibida) até 13 116, fa-
zendo uso da fungdo termial (ou n-ésimo nimero triangular)
L(n) =1+42+...4n, por vezes também denotada por n?.
A pégina portuguesa da Wikipédia’ apresenta solugdes até 103
usando a fungdo termial por diversas vezes, a qual facilita bas-
tante a resolugdo do problema.

Em conclusdo, o problema dos quatro quatros é um quebra-
-cabecas que, apesar de ter uma longa tradicdo, continua a sus-
citar interesse devido a ser estimulante e a diversidade de abor-
dagens que origina. Fica o desafio para o leitor de fazer a sua
propria lista com as operagdes do seu agrado.

TPossiveis respostas: VIV + vy = Gh by — /N + iy =G
YAMEA = b)) = 12 A My = LY+ b =6
Y= bl = LWl 1 =S+ v+ 1) = bbby = L

2 Subfatorial de n satisfaz a igualdade

In=nl(1=114+1/21 =1/31 4+ ... £1/nl).

3 Mathematical Gazette, maio, 1912

4 http://paulbourke.net/fun/4444/

5 http://www.dwheeler.com/fourfours/

6 http://home.comcast.net/~nicolas.hammond/fun/four_fourshtml

7 http://pt.wikipedia.org/wiki/Quatro_quatros
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