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1. INTRODUCAO

Num conhecido livro de preparacédo para o exame nacional
de Matemitica A do 12.° ano de escolaridade ([14], p4gina 179,
exercicio 44), surge o seguinte problema, a que vamos cha-

mar “Problema dos coelhos™:

“Numa coelheira hd 20 coelhos sendo 5 brancos e 15 pretos.
Abre-se a porta da coelheira e deixa-se sair os coelhos um a um.
Qual a probabilidade de que saiam, pelo menos, 2 coelhos brancos

seguidos?”

O livro em causa apresenta apenas a resposta a este pro-
blema (232/323), sem dar qualquer indicagdo sobre o proces-
so seguido para a obter . Se tentarmos resolver este problema
pelos métodos usuais no 12.° ano (cdlculo da probabilidade
do acontecimento contrério e aplicagdo da Regra de Laplace),
verificamos rapidamente que a parte dificil é a determinacao
do nimero de sequéncias de 20 coelhos, 5 brancos e 15 pretos,
que ndo tém dois coelhos brancos seguidos.

Este tipo de problema de contagem surge com alguma fre-
quéncia na literatura; veja-se, por exemplo [10] ou [1], em que
se pergunta qual o nimero de sequéncias bindrias’, de com-
primento 1, com m zeros, em que nunca figuram dois zeros
consecutivos, ou ainda [12], pdgina 72.

Seguidamente, vamos apresentar solugdes para este pro-

blema e mostraremos também que ele estd diretamente re-

m problema de calculo
combinatdrio e probabilidades
no 12.° ano leva-nos as lotarias,
aos numeros de Fibonacci e,

claro, ao triangulo de Pascal.

lacionado com um conhecido problema de lotarias, a saber,
qual a probabilidade de, num concurso do género do Totolo-
to com bolas numeradas de 1 a n, sairem dois nimeros conse-
cutivos quando se faz uma extragdo de m bolas. Esta aborda-
gem, sugerida em [2] e desenvolvida em [7] e [17], parece-nos
mais interessante e instrutiva do que a simples resolugédo do
problema dos coelhos por meio dos processos que indicamos

na proxima secgao.

2. RESOLUCOES DIRETAS DO PROBLEMA
DOS COELHOS
Apresentamos em seguida uma solugdo elementar para o
problema dos coelhos, que encontrdmos em [9]. Pensando
em termos de sequéncias de coelhos brancos (B) e pretos (P),
vamos calcular a probabilidade do acontecimento contrério,
isto é, a probabilidade de nunca surgirem dois B seguidos.
Para que néo surjam dois B consecutivos, tem de haver, pelo
menos, um P a separa-los, como acontece, por exemplo, na
sequéncia seguinte
...BPBPPBPBP...

Mais precisamente, a seguir a cada um dos quatro primeiros
coelhos B terd de sair, obrigatoriamente, um coelho P, pelo
que os coelhos brancos apenas podem ocupar 16 posi¢oes
(uma motivagdo para este facto é dada mais a frente na pro-
va do Teorema 1). Por isso, estes coelhos podem ser dispos-
tos de 1° A5 maneiras distintas. Além disso, como os coelhos
pretos podem permutar entre si de 15! maneiras, concluimos
que o nimero de casos favordveis a “néo sairem dois coelhos
brancos consecutivos” é © A5 x 15! Dado que os 20 coelhos
podem permutar entre si de 20! maneiras distintas, a proba-
bilidade de ndo sairem dois coelhos brancos seguidos é de
1645 % 151/20! =91/323 e a resposta ao problema inicial é
1—-91/323 =232/323.

Observe-se que se dividirmos ambos os termos da fragdo
16 A5 x 15!/20! por 15! x 5!, a probabilidade pode ser escrita
na forma 1°Cs/20Cs, que sugere uma férmula geral para este

tipo de questdes. O mesmo sucede com o problema de con-

No mesmo livro (pdgina |78) surge um outro problema semelhante a este,
referente a disposicdo de livros numa prateleira de uma estante, apresentan-
do-se de novo apenas a solugao | 1/13.

Sequéncias de zeros e uns.
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tagem referido na sec¢do 1: se houver m zeros numa sequén-
cia bindria de comprimento 1, a consideragdo da expressao
n—m+lc /1C, bem como o facto bem conhecido de haver
"C,, sucessdes bindrias deste tipo, sugere que hd exatamente
n-m+lC, sequéncias sem zeros consecutivos. Vamos agora

provar a corre¢do dessa expressao.

Teorema 1: H4 "~"*+1C,, sucessées bindrias de comprimen-
to 11, compreendendo m: zeros (e, logo, n — m uns) sem zeros
consecutivos.

Demonstragio: Comecemos por escrever os 1 — m simbolos
“1”1111 ...1. Depois coloquemos os m simbolos “0” nos es-
pacos entre os simbolos “1”, incluindo o espago antes do pri-
meiro “1” e o espago depois do tltimo. H4 n — m + 1 espagos
e vamos escolher m deles para colocar os simbolos “0”, o que
pode ser feito exatamente de n—m+lc maneiras, concluindo-
-se assim a demonstragao.

O

Estd assim resolvido o problema dos coelhos: a probabili-
dade de néo sairem dois coelhos brancos seguidos é

20—5+1C5/20C5 _16 C5/20C5.

Problemas deste género foram abordados pela primeira
vez por Abraham de Moivre’, no século XVIII (veja-se [16]); no
século XIX, o matemdtico inglés William Allen Whitworth
mostrou que a sua solugdo pode ser obtida directamente por
meio do cédlculo dos coeficientes de certos polinémios; o leitor

interessado pode consultar [18], pdgina201, proposic¢do LIL

3. O PROBLEMA DA LOTARIA

Consideremos uma lotaria em que, de uma urna contendo n
bolas, numeradas de 1 a i, se extraem, sem reposigdo, m bolas
(por exemplo, no nosso Totoloto, n = 49 e m = 6). Pretende-se
saber qual a probabilidade de nao sairem nimeros consecuti-
vos (ou, mais geralmente, a probabilidade de a diferenga mi-
nima entre quaisquer dois ndmeros saidos ser igual a k > 0;
a ndo existéncia de niimeros consecutivos corresponde a
k = 2). H&d muitas maneiras de resolver este problema (a refe-
réncia [7] apresenta quatro processos distintos). Escolhemos
a segunda das solu¢des de [7], que é particularmente interes-
sante. Tal como sucede com o problema dos coelhos, a parte
dificil é a determinag¢do do nimero de casos favoraveis ao
acontecimento “ndo sairem nuimeros consecutivos”; o nime-

ro de casos possiveis é simplesmente "Cy,.
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Pensando no Totoloto portugués, é imediato que o ntime-
ro de chaves possiveis é ¥Cq = 13983816; resta saber qual
o numero de casos favordveis ao acontecimento “sair chave
sem numeros consecutivos”. Consideremos uma chave orde-
nada com essa propriedade, por exemplo,

7,9, 13,25, 44, 49
e tiremos respetivamente 0, 1, 2, 3, 4 e 5 a cada um dos seus
termos. Obtemos a nova sequéncia,
7,8,11,22, 40 e 44.

Os seus termos estdo certamente entre 1 e 44, ja que sub-
trafmos nimeros entre 0 e 5 a ntiimeros entre 1 e 49; por outro
lado, como na primeira sequéncia ndo hd ntimeros consecuti-
vos, na segunda os termos sdo todos distintos. Se repararmos
que o processo é reversivel, isto é, que dada uma sequéncia
de seis ndmeros naturais entre 1 e 44 e lhe somarmos da
maneira descrita os nimeros 0, 1, 2, 3, 4 e 5, obtemos certa-
mente uma sequéncia de seis niimeros naturais ndo conse-
cutivos e entre 1 e 49, concluimos que existe uma bijecgdo
entre o conjunto A das sequéncias (ordenadas) de seis nu-
meros naturais entre 1 e 44 e o conjunto B das sequéncias
(ordenadas) de seis ntimeros naturais ndo consecutivos en-
tre 1 e 49. Assim, Card(A) = Card(B) e como obviamente
Card(A) =* Cq, vem que Card(B) =* Cg e a probabilidade
éde #Cq/%C6 ~ 0,5048.

Um pouco mais formalmente, vamos provar o seguinte

teorema:

Teorema 2: Sejamn > 1 em > 0 dois niimeros inteiros. Sejam
F} ={X C{1,2,..n}: Card(X) = m, e ndo hd em X ni-
meros consecutivos}
G ={XC{1,2,.n4+1—m}:Card(X) = m}.

Entéo estes dois conjuntos tém o mesmo niimero de elementos.

Demonstragdo: Basta construir uma bijec¢do entre os dois
conjuntos.
Seja {ay,...,am} € F'; podemos desde jd supor que
a; < ajyqparacadai e {1,...,m —1}.Pondobx = ax +1 -k,
vem que 1 <b; <by <...<b, <n+1—m. Com efeito, é
o6bvioqueb; > 1e
by=an,-m+1<n—-m+1l=n+1-—m;
quanto ao resto, como a;41 — a4; > 2, vem que
bis1—bj=a;,1—a,—1>1e
portanto, b; 1 > b;.



Podemos entdo estabelecer a bijec¢do pretendida associan-
do a cada {ay,...,a,} € Fl, (supondo os elementos de A es-
critos por ordem crescente) o conjunto B = {by, ..., by}, com
by = ay +1—k; do que foi dito anteriormente resulta que
B € G}, Resta-nos provar a injetividade e a sobrejetividade.
Quanto a injetividade, se dois subconjuntos de F};, digamos
{ar,...,am} e {aj,..
que ay +1—k=a;+1—k para cada k € {1,...,m} e, por-

., a5}, tivessem a mesma imagem, viria

tanto, a = aj para todo o k € {1,...,m}. Para verificar a so-
brejetividade, dado B = {by,...,by} € G}, basta considerar
os elementos ay,...,a, definidos por ay = by +k —1 para
cada k € {1,...,m} para se concluir que
B={by,...,bm} € Gl

é aimagem de {ay,...,a,} € F!} por meio da aplicacdo con-
siderada.

O
Corolario: Card (F}l) = "~"+1C,,.

Demonstragio: decorre imediatamente do teorema e do
facto de GJ!, ter precisamente "~"*1C,, elementos.

O

Reparemos agora que uma sequéncia bindria B pode re-

presentar uma sequéncia de ntimeros naturais A se conven-

cionamos que:

a) Um “1” na n-ésima posigdo de B significa que o niimero n

faz parte da sequéncia .

b) Um “0” na n-ésima posicdo de B significa que o niimero

n néo faz parte da sequéncia N.

Por exemplo, a sequéncia de niimeros naturais 1 3 4 7 cor-
responde a sequéncia bindria 10110 01 e vice-versa. Com
esta correspondéncia, verifica-se que a uma sequéncia bind-
ria de comprimento n contendo exatamente k simbolos “1”,
ndo consecutivos, estd associada uma sequéncia de k elemen-
tosde {1,2,--,n} sem nimeros consecutivos.

Assim, a solugdo obtida para o problema da lotaria leva-
-nos a uma solugéo (algo indireta) do problema de contagem
subjacente ao problema dos coelhos, o que possibilita a solu-
¢do quase imediata deste dltimo.

O Teorema anterior fornece a base para um curioso jogo
de azar: supondo, para fixar ideias, que n =49 e m = 6, pode-
mos apostar na saida de dois niimeros consecutivos quando

retiramos ao acaso seis bolas duma urna com 49 bolas nume-

radas de 1 a 49. Se consideramos as probabilidades anterior-
mente calculadas, verificamos que o jogo é favoravel a banca,
mas por muito pouco; se a aposta for de 1 euro, a esperancga
de lucro da banca é 0,0096 (=1 x 0,5048 — 1 x (1 —0,5048)),
ligeiramente inferior a um céntimo por cada euro apostado.
Apresentamos em seguida uma generalizacdo do Teore-

ma 2.

Teorema 3: O niimero de maneiras distintas fi(m,n) de es-

colher m niimeros em {1,2,...,n} tais que a menor das dis-

tancias entre dois quaisquer deles é igual a k > 0 é dado por
fi(m,n) ="=k-Dm=1) C, comn>m>1k>1

(o Teorema 1 é precisamente o caso k = 2).

Demonstragdo: Nao vamos apresentd-la; o leitor interessa-
do pode consultar [5] ou [7], onde surgem varias demonstra-
¢oes, que sdo, de um modo geral, semelhantes as do Teorema
2, embora algo mais “pesadas”.

|
Corolario: Numa Ilotaria em que as bolas tém os nimeros 1,
2, ..., n, e a chave tem m niimeros, a probabilidade de que,
pelo menos, dois dos niimeros da chave tenham distancia

inferior a k é de

n—(k—=1)(m—1)
pelm,m) =1 - —_Cm

nC,,

Demonstragdo: E imediata, a partir do Teorema 3.
O
No resto desta sec¢do, vamos proceder a uma andlise mais
fina das chaves da lotaria, numa direcdo diferente do Teore-
ma 3, usando ideias que encontrdmos em [11]. Comecemos

por uma definicao:

Defini¢ao 1: Consideremos r nimeros distintos,
Lo € Xy =1{1,2,...,n},

ordenados por ordem crescente. Um grupo da sequéncia

ay,an,..
ai,a,...,a, €
(i) um conjunto singular formado por um desses nimeros,
quando a distancia a qualquer dos outros da sequéncia
for superior a 1.

ou

Abraham de Moivre (1667-1754), matemdtico inglés de origem francesa.

William Allen Whitworth (1840-1905), matemético e sacerdote anglicano.
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(ii) um subconjunto de dois ou mais destes nimeros, con-
secutivos, quando a distadncia de cada um dos niimeros
do subconjunto a qualquer dos outros da sequéncia (que

ndo do subconjunto) for superior a 1.

Por exemplo, na sequéncia 2, 4, 5, 7, 21, 22, 23, temos os
grupos com um elemento {2} e {7}, o grupo com dois elemen-
tos {4, 5} e o grupo com trés elementos {21, 22, 23}.

Se chamarmos ¢ ao nimero de grupos na sequéncia, d ao
ndmero de diferentes tipos de grupos (nimeros isolados, pa-
res de niimeros consecutivos, ternos de niimeros consecuti-
vos, etc) e ¢;(i =1,2,...,d) ao nimero de grupos de tipo i, é
obvioque g1+ +...+u =g

No exemplo anterior, g=4,d=3e

1+ =2+1+1=4=g

O resultado que pretendemos provar é o seguinte:

Teorema 4: Seja X, = {1,2,...,n} e consideremos as sequén-
cias de r numeros distintos a1, ap, . . . , 4, extraidas de X,,. Des-
tas sequéncias, o niimero N das que tém g grupos, de d tipos

diferentes, com g;(i =1,2,...,d) grupos de tipo i, é dado por

Demonstracio: E semelhante 2 do Teorema 2. O ndmero
de hipéteses para a escolha de uma sequéncia ay,ay, ..., ar
extraida de X, e com g grupos é ”*r“Cg, se ignorarmos as
permutagdes dos grupos, pelo raciocinio feito na prova do re-
ferido Teorema; por outro lado, para cada configuragdo com g

! o
m p0551b111dades, pela

férmula das permutagdes com repeti¢des. Combinando os
1

g!
g1!xga!x...xgy!

grupos de d tipos, existem
dois resultados, vem que N = xn—r+l Cg, como
queriamos.
O

Por exemplo, se X, ={1,2,...,30} e considerarmos
chaves com sete elementos, com dois grupos com um
elemento, um grupo com dois elementos e um grupo
com trés elementos, verificamos que existe um total de
ﬁ:xl. x30-7+1 Cy = 6072 chaves; uma delas é 2, 4, 5, 7, 21,
22, 23, que vimos anteriormente.

Deixamos ao cuidado do leitor a verificagdo da tabela
1, que ilustra a situagdo para o Totoloto nacional (n = 49 e
r=6).

Repare-se que a soma dos ntimeros da dltima coluna é

13983816 =*° C4, o nimero de chaves existentes no Totoloto

_ P gz!i! — =l C. portugués.
Seis ntimeros isolados 1 81 =6 6 7059052
Quatro ndmeros isolados e dois consecutivos 2 s1=4 %=1 5 5430040
Trés nimeros isolados e trés consecutivos 2 8=3, =1 4 543004
Dois ntimeros isolados e quatro consecutivos 2 s1=1Lp=1 3 39732
Um ntimero isolado e cinco consecutivos 2 s1=1¢8=1 2 1892
Seis niimeros consecutivos 1 g1=1 1 44
Dois ntimeros isolados e dois pares de ntimeros consecutivos 2 §1=2, =2 4 814506
Trés pares de dois niimeros consecutivos 1 81=3, 3 13244
Um ntimero isolado + um par + um terno de nimeros consecutivos 3 s Z;lgzl B 3 79464
Quatro niimeros consecutivos + um par de nimeros consecutivos 2 g1=1¢8=1 2 1892
Dois pares de trés nimeros consecutivos 1 81 = 2 946
Tabela |
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4. RESOLUCOES DIRETAS DO PROBLEMA DE
CONTAGEM DOS NATURAIS NAO CONSECUTIVOS
O problema de contagem “Determinar o ntimero de maneiras
de selecionar m objetos de entre 1 objetos numerados de 1 an
e dispostos numa fila, sem que surjam objetos com niimeros
consecutivos”, é muito antigo e pode ser resolvido de varias
maneiras’. Dentre as varias solucdes conhecidas, escolhemos
uma que é, em nossa opinido, particularmente interessante.
Em 1943, Irving Kaplansky®, apresentou uma resolucéo
elementar do famoso Probleme des Ménages de Edouard Lucas
(veja-se [4], [8], [12] ou [15]) baseada em dois lemas, que s&o
conhecidos neste contexto como primeiro e segundo lemas
de Kaplansky. O primeiro lema de Kaplansky é precisamente
uma resolugdo do problema de contagem que temos vindo a

estudar.

Teorema 5 (primeiro lema de Kaplansky): O niimero
f(n,m) de maneiras de escolher m objetos dentre n obje-
tos alinhados, sem que haja dois consecutivos, é dado por
f(n,m) ="""+1C,,.

Demonstragio: E 6bvio que f(n,1) =n =""1%1C; e que
f(n,n)=0="""*1Cy sen > 1.

Seja entdo m tal que 1 < m < n. Podemos considerar dois
tipos de sele¢des nas condigdes do enunciado, aquelas a que
o primeiro objeto pertence e aquelas a que este ndo pertence.

Quanto as primeiras, é ébvio que ndo podem conter o se-
gundo objeto e sdo em niimero de f(n —2,m — 1); quanto as
segundas, sdo em nimero de f(n — 1, m). Disto decorre que

o ndmero f(n,m) verifica a relagdo
fn,m)=f(n—=2,m—1)+ f(n—1,m). @

Podemos entdo provar a relagao f(n,m) ="""*1C, por

indugdo. Como n > m > 1, comecemos por notar que
f(3,2) =1="2+1¢C,.
Por hipétese de indugéo,
f(n=1,m)="""Cpe f(n—2,m—1)="""Cp,_1;
substituindo em (1), vem que
f(n,m) ="="Cp +"7" Cpyq =n—mtlC,,
(por uma conhecida propriedade das combinagdes), como
queriamos.
O
A titulo de curiosidade, enunciamos o segundo lema de

Kaplansky, cuja demonstragdo pode ser vista em [15]:

Teorema 6 (segundo lema de Kaplansky): O nimero g(n,m)
de maneiras de escolher m objetos dentre 1 objetos dispostos
sobre uma circunferéncia, sem que haja dois consecutivos, é
dado por g(n,m) = 2 """C,,, paran > m.

5.UMA RELACAO COM OS NUMEROS DE FIBONACCI
O problema das lotarias permite obter uma curiosa relagdo
entre os coeficientes binomiais e os niimeros de Fibonacci
(ndo é de espantar que estes surjam em problemas relaciona-
dos com coelhos...). Na figura abaixo, estd representado o tri-

angulo de Pascal, bem como as suas “diagonais secunddrias”.

p
-
Tas (217 [ 1
Ts6 (70 (56 [28] 8 [ 1

36 84 [126[126 34 (36 [ 9 [ 1 |

(10 [45 [120]210 252210 120 45 [10 | 1
Figura 1

Teorema 7: O niimero total de maneiras de selecionar nt-
meros dentre os n primeiros nimeros naturais sem que se
obtenha nimeros consecutivos (incluindo a selecdo vazia), é

igual a fy42, 0 (1 + 2) — ésimo nimero de Fibonacci.

Demonstragdo: A prova é muito semelhante a do Teorema
5. Seja a, o numero a determinar. Quando escolhemos uns
tantos elementos de {1,2....,n} sem que haja nimeros con-

secutivos, hd duas hipc’)teses mutuamente exclusivas:

1) O ntimero n estd entre os escolhidos.
ou

2) O ntimero 1 nio estd entre os escolhidos.

Veja-se, por exemplo, [ 13]. O autor da solugao af apresentada, Thomas Muir
(1884 -1934), foi um especialista em determinantes; uma outra solucdo, recor-
rendo a uma equacdo diofantina, aparece em [3], pagina 37.

Irving Kaplansky (1917-2006), matemadtico canadiano.
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No caso 2), estamos em presenca de uma das a,_1 se-
lecbes sem ndmeros consecutivos que se pode fazer em
{1,2,...,n—1}; no caso 1), n — 1 ndo faz certamente parte da
selecdo e os restantes elementos desta constituem certamente
uma das a,,_, possiveis maneiras de escolher um certo nimero
de elementos de {1,2,...,n — 2} sem ndmeros consecutivos.
Repare-se que pode dar-se o caso de ndo haver elementos res-
tantes, no caso de a sele¢do no caso 1) se reduzir a n. Disto re-
sulta que o niimero de sele¢des contendo 1 é precisamente a,,_»
e, portanto, a, = a,,_1 + a,,_p. Como estamos a incluir a sele¢do
vazia, vem quea; = 2eap = 3easucessdo (a,)€2,3,5,8,13,...,
sendo assim a, = f;, 12, 0 (n + 2) — ésimo nimero de Fibonacci.

O

Vejamos uma aplicagéo ao estudo do tridngulo de Pascal.

Considere-se n = 4 e enumeremos as sele¢oes de elementos de

{1, 2, 3, 4} sem elementos consecutivos.
1) Selecdo vazia.
2) Sele¢bes com um elemento — sdo 4, a saber “17, “2”,“3” e “4”.

3) Sele¢bes com dois elementos — sdo 3, a saber “1, 37, “1, 4”
e /12’ 4//.

Héd um total de 1 +4 + 3 =8, que é precisamente 0 6.” niime-

ro de Fibonacci.
O
Relacionemos estes resultados com a férmula do corolério

do Teorema 2:

1) Neste caso, n=4, m=0e "~"+1C, =5Cy =1
2) Neste caso, n=4, m=1e "~"+1C, =* C; =4

3) Neste caso, n=4, m=2e "~"+1C, =3 C, =3

e aigualdade acima pode ser escrita como

5C0 +4 C +3 C=fo,
ou seja, a soma dos elementos da 6.” diagonal secunddria é pre-
cisamente igual ao 6.° nimero de Fibonacci.

O caso geral pode ser tratado da mesma maneira, chegan-
do-se a conclusado de que a soma da n—ésima diagonal secund4-
ria do tridngulo de Pascal é igual ao n—€ésimo ntimero de Fibo-
nacci. Este resultado pode ser interpretado apenas como uma
igualdade envolvendo os nimeros f(n,m) do primeiro lema
de Kaplansky, mas parece-nos mais interessante e apelativa a
versdo envolvendo o tridngulo. Para concluir, referimos que se
pode fazer um estudo semelhante para os nimeros g(n,m) do

segundo lema de Kaplansky, obtendo-se em vez dos ntimeros
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de Fibonacci os niimeros de Lucas’; o leitor interessado pode

consultar [6] para a prova desta afirmacéo.
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Os nimeros de Lucas sdo os termos da sucessao 1, 3,4, 7, 11, 18,29, ...,
definidapory =1,1[, =3,1, =L, 1+ L, 2(n > 2). Estes nimeros gozam
de muitas propriedades semelhantes as dos ndmeros de Fibonacci 1, 1, 2, 3,
5,8,13,21,....,jd que a relacdo de recorréncia que os define € igual; apenas a
segunda condicao inicial € diferente.
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