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CUBOS E ESFERAS,
PERSPETIVA E ANAMORFOSE

A perspetiva linear levanta problemas matemadticos interessantes, uns de
resolucdo fécil e outros ndo, como em tudo na vida. Neste Canto, explo-
ram-se 0s conceitos de pirdmide visual e ponto de observagio e propdem-se
problemas elementares inversos do da representacdo pictérica: perante um
quadro executado em perspetiva rigorosa, de que local ou locais do recinto
de exposi¢do devemos contemplé-lo?

PIRAMIDE VISUAL

A perspetiva linear é, no essencial, uma teoria matematica de-
senvolvida por artistas do Renascimento, na sua busca de mé-
todos de representacdo planar tdo "fiéis" quanto possivel dos
objetos e paisagens que nos rodeiam. O documento fundador
da teoria — o tratado De Pictura de Leon Alberti, de 1435 —indica
como motivagdo bdsica do pintor o desenho duma secgéo plana
da pirdmide visual determinada pelo objeto a representar e que
tem como vértice o olho' do artista. A figura 1 (do livro New
Principles of Linear Perspective, de Brook Taylor, 1811) mostra um
paralelepipedo, a respetiva pirdmide visual (com vértice O, o
olho do artista) e a sua secgdo pelo plano da tela montada num
cavalete; mostra também um ponto notédvel, V, chamado centro
do quadro, que é a projecdo ortogonal do olho sobre o plano da

tela. O centro do quadro é o ponto de intersecgio (dito de fuga) das

retas do plano do quadro que representam retas do real tridimensional

Figura 1: A piramide visual de Alberti. ortogonais ao plano de projegdo. Os artistas do Renascimento recu-
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peraram da geometria euclidiana cldssica teoremas como este
para utilizagdo pratica imediata na execugdo dos seus quadros.

A piramide visual é um conjunto de semirretas emergentes
de O, cada uma delas dirigida a um ponto visivel do objeto
observado e dotada de cor adequada ao ponto a que se dirige;
uma versao abstrata do feixe de luz que podemos ver sair dum

projetor de diapositivos.

PONTO DE OBSERVACAO

Quando contemplamos um quadro, o nosso olho e os pon-
tos coloridos do quadro geram uma pirdmide de contempla-
¢do; se o quadro estiver concebido de acordo com os princi-
pios da perspetiva linear, o nosso ponto de observacdo deve
ser tal que as duas piramides — a visual utilizada pelo artista
e a nossa de contemplacdo do quadro — sejam "iguais". Mas
os quadros duma exposi¢do ndo costumam trazer instrugdes
sobre o modo de observar.” Em tais casos, quem contempla e
entende do assunto pode colocar o seu ponto de observagdo
em local adequado baseado em mensagens matemaéticas sub-
tilmente escondidas na obra observada. O pintor constréi o
quadro intersetando a pirdmide visual; o observador procura
reconstruir a pirdmide a partir dessa interse¢do. Eis um exem-
plo matematico deste problema inverso. A figura 2 inclui dois

quadrados concéntricos, 0 mais pequeno com 1/9 da drea do

Figura 2: Interior dum cubo.

maior; ela pode representar uma infinidade de poliedros em
perspetiva linear, pirdmides quadrangulares truncadas, por
exemplo. Mas o titulo diz tratar-se dum cubo, talvez com uma
face transparente, revelando-se o interior em perspetiva atra-
vés desta face. Ndo é dificil aceitar que a figura representa um
prisma quadrangular; no entanto, a distancia normal de leitura
o suposto prisma aparenta demasiada profundidade para ser
cubo. Aproximando o olho do centro da figura, a coisa melhora

bastante para quem néo sofre de vista cansada.

Problema 1. Qual é o ponto de observagado no qual o leitor deve

colocar o seu olho para "ver o cubo como o artista o viu"?
Existe um tnico ponto nessas condi¢des acima da folha de

papel, mas a unicidade dependeu de informagéo adicional nao

contida na forma abstrata mas dada pelo titulo da obra.

ESFERAS, CONES E PLANOS

Uma das ilustragbes mais antigas da pirdmide visual é de
Leonardo da Vinci, figura 3, uma miniatura rudimentar que
ele esbogou a margem dum projeto de bomba de dgua.’ Trata-
-se do espetrégrafo de Leonardo, com o qual o artista desenha,
numa janela de vidro, a proje¢do plana duma esfera armilar;
o centro de projegédo € fisicamente marcado por um pequeno
orificio numa tdbua, firmemente imobilizada, através do qual
o artista espreita a esfera.” No caso duma esfera, esquecidos os
anéis, o piramide visual é um cone de revolugdo, pelo que a
representagdo pictdrica é uma conica, mais precisamente, uma
elipse por se supor que a esfera e o centro de projecdo estdo em
lados opostos do plano da janela.

A trfade envolvida — esfera, cone e plano — traz a memoria
os famosos teoremas belgas das conicas, resultados belissimos
que Germinal Dandelin publicou em 1822, que podem ver-se
como uma alternativa elegante e sintética a teoria cldssica das
c6nicas. Apolénio de Perga ndo desdenharia ter descoberto a

manobra seguinte de

que se dd apenas o
essencial. Secciona-

-se uma superficie

cénica de revolugdo

por um plano que b i yaE,

~ Lons ‘.'_ _.h .‘\.'Ln;‘nl' "
néo contenha o vérti- ~ "rﬁ A
ce. Aqui, e na figura r"-,’ LY ﬂ‘; c

ol o

4, apenas conside-

ramos O caso que Figura 3: Janela de Leonardo.
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mais nos interessa, o da elipse. Dentre as esferas inscritas no
cone, existem duas, ditas esferas de Dandelin, que séo tangentes
ao plano dado em pontos de tangéncia denotados por F e G.
Cada esfera de Dandelin é tangente a superficie cénica ao lon-
go duma circunferéncia (a branco) de plano perpendicular ao
eixo do cone. Um ponto P arbitrario da cénica determina pon-
tos A e B nas circunferéncias brancas de contacto, com A, Be P
sobre uma geratriz do cone. A distancia AB nao depende de P;
por outro lado, tem-se PF = PA e PG = PB por motivos que
facilmente se entendem. Portanto, PF + PG é uma constante d
independente de P.

A teoria da elipse pode refazer-se assim: por defini¢do, os
pontos de tangéncia F e G chamam-se focos, f = FG é a distin-
cia focal e f/d é a excentricidade da elipse. O argumento acima
mostra que esta pode construir-se "a jardineiro".

A figura 5 mostra duas imagens duma bola-oito; a primeira
tem contorno circular e a segunda foi obtida da primeira por
simples alteragdo (linear) de escala ao longo da diregdo pa-
ralela ao bordo inferior desta folha de papel. O contorno da
segunda imagem é, pois, uma elipse. Esqueca, por agora, os
pormenores (oitos, sombras e reflexos), olhando apenas para as

imagens como discos, um circular e o outro elitico.

Problema 2. Existem pontos do espago acima da folha de papel
dos quais o seu olho vé o segundo disco como disco circular.

Qual é o lugar geométrico desses pontos?

Problema 3. Tome agora em conta os contetidos das imagens
bidimensionais, nomeadamente: oitos, sombras e reflexos.
Existe algum ponto do espago do qual se consegue observar a
segunda imagem e ver uma imagem matematicamente seme-
lhante a primeira imagem da bola-oito?

Se o contetido do disco circular fosse monocromdtico, a
resposta a esta questdo seria positiva (problema 2). Mas, para
os contetidos da figura 5, a resposta é negativa; isto pede al-
guma reflexdo sobre o que significa ver duas imagens como
semelhantes e um argumento matemdtico que mostre serem
em geral diferentes as duas transformagdes praticadas, leve e
brevemente descritas por: contrair linearmente uma imagem
e olha-la obliquamente. Isto sugere outro problema aparente-

mente mais complicado:

Problema 4. Para que contetidos é positiva a resposta ao pro-
blema 3?

Figura 4: Esferas de Dandelin.

Figura 5: Bola-oito, circular e "esticada".

'Seria mais preciso falarmos do centro Stico dum olho.

2 Claro que ha excecdes. O mural Anamorfose Obliqua do Atractor/Mate-
matica Viva no Pavilhdo do Conhecimento, inclui "modo de usar" que pode
ver-se na pagina www2.pavconhecimento.pt/exposicoes/modulos (visitada em
9 de agosto 2014).

3Em Codex Atlanticus, uma colecdo de esbocos e escritos executados entre
1478 e I519.

4Os pormenores de execucio sdo discutidos por Leonardo na obra pdstuma
Trattato della pittura publicada em 1651.
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ANAMORFOSE E ARTE DE RUA

Termina este Canto com dois exemplos de anamorfoses.

O primeiro é o famoso quadro The Ambassadors, de Hans Hol-
bein, de 1533. E um dos quadros renascentistas mais discuti-
dos, ndo tanto pelo rigor da perspetiva como pelo contetido
das prateleiras — com referéncias matemdticas em quantidade
considerdvel — e pela formagéo estranha que atravessa diago-
nalmente a parte central inferior do quadro. Em visdo rasante
vé-se uma caveira humana, cuja posicdo e cujo significado tém
sido longamente tratados; o artista teve razdes que nao reve-
lou, boas noticias para a especulacio e fantasia, em particular
por cultores das ciéncias ocultas dada a presenca conspicua do
simbolo da morte. A caveira ndo € objeto esférico, mas tem ro-
tundidade suficiente para que possa enquadrar-se na discus-
sdo sobre as anamorfoses da esfera.

O segundo exemplo é duma pintura de rua de Julian Beever,
um artista pldstico que utiliza os principios da perspetiva de
modo rigoroso para dar relevo a figuras planas. O seu trabalho
Make poverty history ndo é dos mais espetaculares, mas mostra
uma utilizagdo inesperada duma elipse muito excéntrica para
dar a ilusdo duma esfera que emerge do chdo. Mostram-se aqui
duas fotos: uma tirada com a cdmara colocada no ponto de ob-
servagdo correto, a outra fotografada dum ponto 'errado’.

De acordo com informacdo de Julian Beever na sua pagina
web www.julianbeever.net, o eixo maior da elipse da tltima foto

é 13m. Admitamos que o ponto de observagdo 6tima estd colo-

cado a uma altura de 1.5m, na vertical dum ponto do solo que

dista 2m do referido eixo maior.
Problema 5. Qual o comprimento do eixo menor da elipse?

Navegando pelas pdginas

www.julianbeever.net,

www.youtube.comfwatch?v=hn8Dz\ _13Ms,
www.youtube.com/watch?v=eKakTPiLpx]

(visitadas em 10 de agosto 2014) o leitor poderd encontrar

coisas interessantes e divertidas relacionadas com a matéria

aqui tratada.
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