COMPARANDO DOIS

PROBLEMAS GEOMETRICOS

ATRACTOR

Evocaremos aqui um célebre problema de geometria proposto por

Jakob Steiner e compara-lo-emos com um outro, que é usual designar

por Hexlet. Como veremos, as respostas a ambos utilizam, na demons-

tracdo, ideias e ferramentas andlogas. No entanto, mesmo apds o co-

nhecimento da resposta ao primeiro e da sua justificagdo, a resposta ao

segundo é, em geral, uma surpresa.

OPorismu de Steiner tem a ver
com o seguinte: fixado um
par de circunferéncias' disjuntas no
plano, serd sempre possivel cons-
truir uma sucessdo finita de n >3

circunferéncias, todas tangentes as

duas iniciais, e tal que cada uma das

novas seja tangente a anterior e a ul- Figura 1

tima seja tangente ndo s6 a anterior
mas também a primeira®?

A primeira figura mostra uma escolha do par
inicial em que é possivel. Da segunda figura néo
concluimos nada imediatamente: comegando pela
circunferéncia azul-clara dessa figura, o anel nédo
fecha, mas a priori poderfamos imaginar que, para
uma posicdo diferente da circunferéncia inicial do
anel, o novo anel ja fechasse (ver figura 3). Note-
-se que as duas circunferéncias do par inicial po-
dem ser exteriores — é o caso das figuras 4 e 5: na
primeira, as do anel também sdo exteriores, na se-
gunda uma das do anel envolve todas. Mas hd um
caso particular, o de as duas circunferéncias iniciais

serem concéntricas (ver figuras 6, 7, 8, 9), em que po-

Figura 2 Figura 3

Figura 4 Figura 5

' Representadas com as cores castanha e verde escura nas figuras 1 a 3.

2 Neste texto, estamos a supor que sé os pontos de tangéncia estio em mais do que uma
circunferéncia da sucessao. Em [2] existe um applet em que € possivel construir sucessdes
sem esta condicao: elas podem fechar ao fim de mais de uma volta.
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Figura 6 Figura 7
-«
Figura 8 Figura 9

demos claramente concluir que, se um anel fecha (respetiva-
mente ndo fecha), qualquer outro anel fecha (respetivamente
ndo fecha). E, quando as circunferéncias sdo concéntricas, é
facil concluir que “os anéis fecharem ou ndo” depende ape-
nas da razado dos raios. Trigonometria elementar permite en-
contrar as razdes correspondentes aos anéis que fecham. A
tabela mostra valores aproximados das primeiras 25, obtidos
usando a férmula
. . sen(Z) +1
razdo dos raios = #n(ﬁ)'
n

Portanto, jd temos uma resposta ao problema, tal como foi
proposto: nem sempre hd um anel que feche e basta escolher
como contraexemplo o par de circunferéncias concéntricas
representado nas figuras 6 e 7. O que fizemos até agora su-
gere outra questdo interessante: haverd algum par de circun-
feréncias iniciais, em que o anel feche para certa escolha da
primeira circunferéncia do anel e nado feche para outra es-
colha (da primeira circunferéncia)? Esta é uma questdo que
ndo parece fécil de abordar. Notemos, porém, que, pelo que
escrevemos anteriormente, a haver um tal par de circunfe-
réncias iniciais, elas serdo necessariamente nao concéntricas.
Seria 6timo se pudéssemos reduzir o caso geral ao caso par-

ticular das circunferéncias concéntricas, em que a resposta é

ANEIS FECHADOS

N.° de circ. Razio de raios

3 13.92820323
4 5.828427125
5 3.851839996
6 3
7 2.532843231
8 2.239828809
9 2.039606729
10 1.894427191
11 1.784478148
12 1.698396372
13 1.629211496
14 1.572416528
15 1.524970987
16 1.484750842
17 1.450228262
18 1.420276625
19 1.394047222
20 1.370888706
21 1.350292994
22 1.331857993
23 1.315261385
24 1.300241804
25 1.286585105
Tabela

conhecida. Como tentar? Convir-nos-ia uma transformagao
geométrica que enviasse circunferéncias em circunferéncias
e conservasse a propriedade de tangéncia (portanto, envian-
do anéis de circunferéncias tangentes em anéis de circunfe-
réncias tangentes), mas ndo conservasse (necessariamente) a
propriedade “ser concéntrico”. Ora, uma tal transformacao
existe: uma inversdo®, cujo centro ndo pertenga a nenhuma
das circunferéncias.

Assim, por exemplo, os anéis de circunferéncias concén-
tricas representados nas figuras 10-11 e 12-13 sdo enviados
por inversGes em anéis de circunferéncias ndo concéntricas
representados nas figuras correspondentes. Num caso am-

bos os anéis fecham; noutro ambos néo fecham. Mas o que é
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inesperado é que, naqueles dois exemplos de anéis de circun-
feréncias ndo concéntricas, tal como nos das circunferéncias
concéntricas, o anel fechar ou ndo fechar ndo depende da
posicdo da primeira circunferéncia do anel. Podemos acres-
centar: aquele comportamento — “o anel fechar ou ndo” néo
depender da primeira circunferéncia escolhida — é ndo s6 o
dos pares de circunferéncias concéntricas, como o de todos
os pares de circunferéncias provindo por uma inversido de
um par de circunferéncias concéntricas! Entdo, agora a ques-
tdo interessante é a de saber se, dado qualquer par de circun-
feréncias disjuntas, ele poderd ser obtido por uma inversao
de um par de circunferéncias concéntricas. Se a resposta for
afirmativa, teremos concluido que o comportamento, para
qualquer par de circunferéncias disjuntas, é o mesmo que
para os pares de circunferéncias concéntricas: haverd pares
para os quais nenhum anel fecha (¢ a situagdo genérica) e pa-
res excecionais® para os quais todos os anéis fecham®! Neste
ponto, sugerimos aos leitores com alguma experiéncia em
trabalhar com inversdes que tentem diretamente provar que
qualquer par de circunferéncias disjuntas provém de um par
de circunferéncias concéntricas, o que é o mesmo que provar
que dado qualquer par de circunferéncias disjuntas, hd uma
inversdo que o transforma num par de circunferéncias con-
céntricas. Quem nédo quiser seguir a sugestdo podera encon-
trar no que se segue uma prova (ilustrada na figura 14) néo
construtiva® da existéncia de uma tal inversdo. Note que hd
uma grande variedade de inversdes que produzem o resulta-
do desejado. Imporemos algumas condi¢bes suplementares
que restringem as inversdes a considerar.

Se A e B sdo os centros das duas circunferéncias a e b, va-
mos escolher uma inversdo cujo centro esteja na reta AB. Po-

deremos ainda conseguir que envie b sobre si prépria: basta-

3Recorde-se que, no plano, uma inversdo relativamente a uma circunferéncia
de centro C e raio r envia qualquer ponto P diferente de C num ponto P’ tal
que OP’ = kOF, onde k = 1/r%. Analogamente no espaco relativamente a uma
superficie esférica de centro C e raio r.

4Cada um destes pares tem uma vizinhanca na qual para nenhum outro par
o anel fecha.

SE a um problema com um desfecho deste tipo que é costume chamar “‘po-
risma’.

6 Uma demonstracio construtiva, acompanhada por um applet de Geogebra,
com a respetiva construcdo, pode ser encontrada em [1].

Figura 10

Figura 12

Figura 13
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Figura 14

rd que a circunferéncia de inversdo c; corte b ortogonalmente.
E, para tal, se I designa o ponto que queremos para centro da
inversdo, ha simplesmente que construir a semicircunferén-
cia s de didmetro IB: a circunferéncia c; de centro I, passando
pelo ponto P de interse¢do de s com b, corta b ortogonalmente
em P. Quando I se desloca na reta, a inversa a’ de g, represen-
tada a ponteado na figura, desloca-se e o seu centro C, tam-
bém. Vejamos o que sucede quando I percorre o segmento
AA, (aberto a direita). Se [ = A, C, ( =A) estd francamente a
esquerda de B; e, quando I tende para Aj, o centro C, tende
para infinito a direita de B. Como a fungéo é definida e con-
tinua naquele intervalo, hd nele uma posicdo de I para a qual
ainversa a’ de a tem centro C, = B, isto é, essa inversdo envia
as duas circunferéncias dadas em duas circunferéncias a’ e
b’ (=b) concéntricas (com centro B). O raciocinio funciona de
modo semelhante no caso de b ser interior a 4.

Resolvido o porisma de Steiner, envolvendo certos anéis
de circunferéncias tangentes no plano, é natural pensar se
ndo haverd problemas de indole semelhante, envolvendo
anéis de superficies esféricas no espago euclidiano tridimen-
sional. E neste contexto que surge o Hexlet, que, sem ser a
simples transposi¢do do problema anterior no plano, com
ele apresenta algumas semelhancas. Consideremos fixadas
a partida trés superficies esféricas tangentes entre si, duas
a duas, em trés pontos distintos. Se acrescentarmos aquelas
trés uma outra superficie esférica tangente a todas elas, ha-
verd em geral’, “de cada lado” desta superficie acrescentada,
uma Uunica superficie esférica, que lhe seja tangente, bem
como as outras trés fixadas inicialmente. A escolha da pri-

meira vai, pois, em geral, determinar um anel de superficies

esféricas, em que cada uma é tangente a anterior e em que
todas sdo tangentes as trés fixadas a partida. Esse anel dir-se-
-4 fechado ou aberto conforme a tiltima seja ou néo tangente
a primeira. Nas figuras 15, 16 e 17 estdo representados, res-
petivamente, um terno de superficies esféricas — a vermelha
contendo as outras duas, azul e verde —, as mesmas com um
anel (fechado) de seis, e somente o mesmo anel. Nas figuras
18 e 19 estdo representados, respetivamente, um terno de su-
perficies esféricas, agora exteriores duas a duas, e as mesmas
com um anel com a superficie esférica amarela® envolvendo
todas as outras.

Os problemas andlogos aos da situagdo anterior, que ana-

lisdmos no plano, formulam-se agora do seguinte modo:

1. Serd que hd anéis que fecham e outros que nao fecham?

2. “Fechar ou ndo” depende das posigoes e dos tamanhos das
superficies esféricas iniciais, mas ndo da posicao da primeira
do anel?

3. O nimero de superficies esféricas de um anel que feche va-
ria com os raios e as posi¢des das trés iniciais, mas ndo com a
posicdo da primeira do anel?

4. “Nao fechar” é a situagéo genérica e “fechar” a excecional?

Surpreendentemente, as respostas a todas estas perguntas
sdo negativas! Sugere-se que o leitor ndo avance sem primeiro
refletir sobre o que é que esta informagdo permite concluir...

Tal como fizemos no caso plano, tentemos ver se, usando
inversdo no espago, é possivel reduzir este problema geral a
um caso em que as conclusdes sejam simples de tirar. Proce-
der assim é aqui mais imediato do que no problema prece-

dente. Basta verificar que, tomando como centro de inversdo
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Figuras 15 - 17 »

o ponto de tangéncia de duas das trés superficies esféricas
fixadas inicialmente, essas duas sdo transformadas em dois
planos paralelos e a terceira é transformada numa superficie
esférica S tangente aos dois planos. Deixa-se ao leitor a tarefa
de refletir sobre quais serdo os anéis de superficies esféricas
tangentes a S e a esses dois planos (ver figura 20 e recorrer ao
applet de [3]). Ap6s o que, por certo, o nome Hexlet para este
problema geométrico lhe parecerd natural. Na figura 21, estd
representado o mesmo anel de superficies esféricas da figura
19 (correspondente ao terno da figura 18), mas observado de Figura 18 Figura 19
outro ponto de vista.

Para estes dois belos problemas, encontrard em [1] aplica-
¢Oes interativas (Java, Mathematica—-CDF e Geogebra) com
as quais poderd manipular situa¢ées e desenvolver alguma

intuigdo geométrica.

REFERENCIAS
[1] http:/fwww.atractor.pt/mat/SteinerHexlet

[2] http:/fwww.atractor.ptfmat/SteinerHexlet/apSteiner.html Figura 20
[3] http:/fwww.atractor.pt/mat/SteinerHexlet/apHexlet.html

"Na verdade, hd situacdes-limite em que a superficie esférica "degenera” num
plano.

8 Note que nas figuras 15, 16, 19 e 21 hd uma superficie esférica colorida semi-
transparente envolvendo as outras, pelo que as cores destas sao um pouco
alteradas na figura.

Figura 21
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