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CANTO DÉLFICO

O JOGO DE BIGGS

O tabuleiro do jogo de Biggs tem a estrutura de um grafo 

conexo arbitrário, como aquele que mostramos a seguir.  

cada vértice como tendo um certo número inteiro de euros. 

positivo negativo

jogada consiste em escolher um vértice e transferir um euro 

para cada um dos seus vizinhos ou, inversamente, transferir 

para o vértice escolhido um euro de cada um dos seus vizi-

preta no mesmo vértice, o jogador pode retirá-las do tabuleiro. 

v4 pode transferir um 

euro para cada um dos seus três vizinhos. Após essa jogada, 

os vértices v2 e v3 v5 com dois 

euros e v4

vértice v5 a transferir um euro para os seus vizinhos. Os vérti-

ces v2 e v3 v4 com quatro euros, v6 com 

zero euros e v5 com menos três euros. Seria então necessário 

stock -

semos escolhido v6

-

miniscente da metáfora usada por Norman Biggs em [2] para descrever 

A análise que vamos fazer tem raízes profundas na teoria dos sistemas 

lineares sobre curvas algébricas e segue de perto o artigo de Baker e No-

rine, [1]; todavia, a nossa abordagem será totalmente elementar. 

Figura 1: O tabuleiro do jogo

um euro, v5 e v6

v6. 

Diremos que um vértice está em dívida se ele tiver em caixa 

uma quantia negativa de euros. O objetivo do jogo é chegar a 

nenhum vértice esteja em dívida, 
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lápis e papel, mas, se tiver consigo um jogo de damas, dese-

nhe o grafo em tamanho grande numa folha de papel e use as 

NOTAÇÃO

Para falar da matemática do jogo de Biggs é preciso uma boa 

soma formal de múltiplos inteiros dos vértices do grafo.  

-

dada por u = −v1 + 3v4 + v5 − v6. Vejamos como esta nota-

ção pode facilitar o registo das jogadas feitas. Suponhamos 

u obrigamos v4 a dar um euro a cada 

u − 3v4 + v2 + v3 + v5 = −v1 + v2 + v3 + 2v5 − v6 . 

u tem solução 

v3 + v5. Bastam três jogadas: v6 pede um euro a v5; v1 pede 

um euro a v2 e a v4 dá um euro a cada um dos seus vizinhos. 

Na nossa notação:

u + (v6 − v5) + (v1 − v2) + (−3v4 + v2 + v3 + v5).

v3 + v6 também é solução. 

 

v = −2v2 + v3 + 3v4 + v5 − v6    

JOGADAS MÚLTIPLAS

Seja S um subconjunto do conjunto dos vértices do grafo.  

O que é que acontece se cada um dos elementos de S der um 

-

junto ligados por uma aresta terão trocado entre si um euro 

e, logo, o saldo entre esses dois vértices será nulo. Para todos 

de S desse um euro apenas aos seus vizinhos que estiverem 

fora de S.

Por exemplo, se S = {v1, v2, v3, v4} no jogo de Biggs ilus-

v1 não transfere moeda pois não 

tem vizinhos fora de S e cada um dos vértices v2, v3 e v4 trans-

fere um euro para v5, que é o seu único vizinho fora de S,  

−3v2 + 2v4 + 4v5 − v6. 

Analogamente, se cada um dos vértices de S pedisse um 

aqueles vizinhos que estão fora de S tivessem contribuído.  

pela qual os vértices de S transferem moeda. 

Este tipo de jogada, que corresponde a uma sequência de 

jogadas elementares, pode ser usada para encurtar o tempo 

de jogo. E não é o único tipo de jogada múltipla; podemos 

obrigar um vértice a dar k > 1 euros a cada um dos seus 

vizinhos, etc. 

CLASSES DE EQUIVALÊNCIA

w1 e w2 são equivalentes se 

for possível passar de w1 para w2

w designa-se por classe de equivalência de 

w. Não é difícil mostrar que cada classe de equivalência é um 

-

ção no jogo de Biggs nada mais é do que o conjunto de todas 

inicial. Uma forma mais conceptual de dizer que é possível re-

inicial é dizer que na correspondente classe de equivalência 

-

Nalguns casos existe uma forma simples de o demonstrar; 

igual grau. Isto é transparente usando a notação para uma jo-

gada elementar que demos anteriormente. 

Figura 2:  v = −2v2 + v3 + 3v4 + v5 − v6.
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CONFIGURAÇÕES REDUZIDAS

O grau de v

propus, não é negativo, mas como já deve ter percebido esse 

de v

prová-lo? Isso é o que veremos de seguida. 

Fixemos um vértice, vi

reduzida em vi se: 

(A) todo o vértice distinto de vi não se encontrar em dívida 

e se 

(B) sempre que um subconjunto dos vértices S, a que não 

pertença vi, der um euro a cada um dos seus vizinhos 

então um dos vértices de S entra em dívida. 

Por exemplo, w = 2v5 − 3v6 não é reduzida em v6 pois (B) 

S = {v1, v2, v3, v4, v5} 

Se a correspondente jogada for feita, obtém-se v5 − 2v6 que 

é reduzida em v6. Notemos entretanto que v5 − 2v6 já não é 

reduzida em v5

-

ção equivalente, reduzida em vi, em dois tempos. Num primei-

ro passo, às custas de vi, livramos todos os restantes vérti-

ces de dívida; com isto consegue-se que (A) seja satisfeita.1 

No segundo passo corre-se iterativamente uma ordenação 

S1,S2, . . . dos subconjuntos dos vértices do grafo que não 

contêm vi. Sempre que seja possível que os vértices de Si 

entre em dívida, essa jogada é concretizada e regressa-se ao 

sem poder fazer uma única jogada, é porque a condição (B) 

-

duzida em vi. 

v

reduzida em v1. Seguindo o protocolo v1, deverá emprestar 

-

cular entre v2, . . . , v6 que salde todas as dívidas. Podemos 

começar por obrigar v1 a dar dois euros ao seu único vizi-

nho, v2, e de seguida, fazer com que v6 receba um euro do 

seu único vizinho, v5. O resultado é −2v1 + v3 + 3v4, que ain-

da não é reduzida em v1. No segundo tempo do processo de 

{v2, v3, v4, v5, v6}. Escolhemos uma que comece assim: 

{v4}, {v2, v3, v4, v5}, {v6}, . . . 

Veremos que não importa o que vem a seguir. Começamos 

com o vértice v4, que dá um euro aos seus vizinhos. Regres-

sando ao início, v4 está a zero e já não pode dar. O próximo é 

o conjunto {v2, v3, v4, v5} que está em condições de dar. Faze-

mos a correspondente jogada e regressamos ao início da lista. 

Desta vez nem {v4} nem {v2, v3, v4, v5} podem dar mas {v6} 

Mostremos que no próximo ritornello do método nenhum 

subconjunto não-vazio de vértices de {v2, . . . , v6} está em 

condições de dar. Suponhamos, com vista a um absurdo, que 

S é um tal subconjunto arbitrário de {v2, . . . , v6}. Como v2 

está ligado a v1 e não tem um euro em caixa para lhe dar, ele 

não pode pertencer a S. Sendo assim, v4 também não pode 

pertencer a S. De seguida são, sucessivamente, v5, v3 e v6 que 

não podem pertencer a S, ou seja conclui-se que S é vazio: 

absurdo! 

Em conclusão, −v1 + 2v3 + v5, que é equivalente a v, é re-

duzida em v1. 

UNICIDADE

fundamental na análise de resolubilidade de um jogo de Biggs. 

Nessa análise, é crucial saber que em cada classe de equivalên-

vi. Não é difícil 

demonstrar que assim é. 

Figura 3: Con�guração reduzida em v1.
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Comecemos por tirar o máximo proveito da nossa notação. 

Suponhamos que um vértice qualquer vk dá aos seus vizinhos 

αk > 0 euros. Denotemos os seus vizinhos por v
lk
1

, . . . , v
lk
r
k

.  

-

do 

αk(−rkvk + v
lk
1

+ · · ·+ v
lk
r
k

)

-

mar, subtraímos.) Sejam então w1 e w2

Suponhamos que ambas são reduzidas em vi e que w2 se ob-

tém a partir de w1

(por outras palavras, w1 e w2 são equivalentes). Então, w2 ob-

tém-se de w1 somando um certo número de expressões como 

a anterior. Podemos dizer que existem α1, . . . , αn ∈ Z tais que 

w2 = w1 +
n

∑
k=1

αk(rkvk − v
lk
1

− · · ·− v
lk
r
k

),

onde n é o número total dos vértices do grafo. Se 

α1 = α2 = · · · = αn, então isso quer dizer que w2 se obtém de 

w1 obrigando todos os vértices a dar a mesma quantia a cada 

um dos seus vizinhos (caso o valor de α1, . . . , αn seja positivo) 

ou a receber a mesma quantia de cada um dos seus vizinhos 

-

ração w1, por outras palavras, w2 = w1, que é o que queremos 

mostrar. Podemos então supor, com vista a um absurdo, que 

há pelo menos dois inteiros distintos entre α1, . . . , αn. Seja S 

-

ciente αk é o máximo do conjunto {α1, . . . , αn}. Trocando w1 

com w2, podemos supor que o vértice vi não pertence a S. Ora 

para cada vk ∈ S, denotando por βk,γk ≥ 0 -

tes em w1 e w2, respetivamente, tem-se 

γk = βk + αkrk − α
lk
1

− · · ·− α
lk
r
k

⇐⇒

γk = βk + (αk − α
lk
1

) + · · ·+ (αk − α
lk
r
k

).

Como (αk − α
lk
1

) + · · ·+ (αk − α
lk
r
k

) é maior ou igual ao nú-

mero de vizinhos que vk tem fora de S

qualquer vk ∈ S, deduz-se que se em w2 todos os vértices do 

conjunto S derem, nenhum deles contrai dívida, o que é um 

absurdo. Note que a hipótese de que ambas w1 e w2 são redu-

zidas em vi é necessária devido à (eventual) troca que referi-

mos anteriormente. 

RESOLUBILIDADE 

Para o jogo de Biggs as consequências da unicidade não pode-

riam ser melhores. Suponhamos que o jogo tem solução. Seja 

vi um vértice arbitrário do grafo e calculemos a reduzida em 

vi da solução. Como a condição (A) é automaticamente satis-

feita, saltamos o primeiro passo da redução. Por outro lado, 

o segundo passo da redução não induz dívidas a nenhum 

vértice. Isto quer dizer que a reduzida da solução tem de ser 

ela mesma uma solução do quebra-cabeças. Como, graças à 

unicidade, a reduzida da solução coincide com a reduzida da 

-

vértice vi for uma solução. No jogo que lhe propus, a reduzi-

da de v em v1 é −v1 + 2v3 + v5, que não é uma solução.  

JOGUE PELO SEGURO

Parece que não há prazer garantido para quem quiser criar 

Se, num jogo que não parece melhorar de jogada para jogada, 

quiser provar que ele é impossível então poderá ter de enu-

merar uma lista de todos os subconjuntos de um conjunto 

de vértices do grafo, o que não é lá muito prático. No entan-

-

temente grande, o jogo de Biggs é sempre possível! Isto é o 

que Baker e Norine demonstram em [1]. Basta que ele seja 

maior ou igual ao primeiro número de Betti do grafo. Isto é, 

ao número de arestas menos o número de vértices mais um, 

g = |EG|− |VG|+ 1. Volte atrás e calcule este invariante para 

o nosso grafo. O grau de u e v está mesmo àquem...  
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1Biggs chamou a vi o governo – já que este (o nosso não) tem o poder de 

emitir mais moeda quando a economia entra em crise.


