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Imagine o leitor que estd em alto mar, numa viagem maritima de Portugal

ao Brasil, sendo responsavel pelo rumo da embarcagdo. Que rota deverd

tomar e como zelar para a seguir?

ﬁ resposta a esta questdo depende dos meios e instru-
entos de navegacdo disponiveis, e pode mesmo ar-

gumentar-se que a melhor rota a tomar é a que com maior
facilidade e precisdo puder ser seguida. Desde o século XV,
pelo menos, que se sabe que, recorrendo a uma bussola, é
possivel seguir um rumo fazendo um angulo constante com
os meridianos de longitude.’ Este método de navegacéo se-
gundo um rumo de angulo constante com a agulha da bus-
sola estd ainda na base da navegagéo atual [7]. Em [1] o lei-
tor poderd experimentar alguns rumos de angulo constante
entre dois pontos a escolha na superficie esférica e tentar
encontrar um angulo que permita ir de um ponto ao outro
por um rumo deste tipo.

Como é que sdo as rotas de angulo constante se supuser-

mos que a Terra é esférica? Uma rota de 4ngulo constante «

(angulo orientado, sendo 90° o sentido Este e -90° o sentido
Oeste) com os meridianos de longitude (que sdo semicirculos
maximos com extremidades nos polos) é uma curva esférica
que pode ser prolongada a uma curva satisfazendo ainda a
propriedade de fazer um adngulo constante com os meridia-
nos e tal que: (i) o prolongamento é um paralelo de latitude
(isto é, um circulo esférico com centro no(s) polo(s)), no caso
de « ser reto; (ii) caso contrario, o prolongamento tem como
extremidades os polos, embora ndo possamos considerar
que os polos pertencem a curva uma vez que, nestes pontos,

ndo estd definido o d&ngulo com os meridianos.

'Esta afirmacdo é, todavia, imprecisa, j& que uma bussola aponta para o polo
magnético e nao para o polo geogrifico; este problema serd retomado no
final do artigo.

A Figura 1: Loxodrémicas de angulos -45° 0° 45° e 90°, respetivamente.
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Uma curva com estas caracteristicas diz-se curva de rumo
ou loxodrémica, de que a figura 1 mostra alguns exemplos.
Estas curvas foram estudadas pela primeira vez no Trata-
do sobre Certas Diividas da Navegagdo, de 1537, da autoria do
matemadtico portugués Pedro Nunes (1502-1578). Em [2], o
leitor poderd construir loxodrémicas para vdrias escolhas do
angulo e passando por um ponto previamente fixado; em
[3], poderd gerar loxodrémicas com um angulo fixado mas
passando por pontos distintos (figura 2).

Voltando a interrogagdo inicial, podemos agora afirmar
que nos basta determinar o dngulo que a rota devera fazer
com os meridianos entre os pontos de partida e de chega-
da e, com o auxilio de uma bissola, manobrar o leme de
forma a manter esse dngulo constante durante o percurso.

Colocam-se, porém, outras perguntas:
Q1.Como determinar um angulo nas condig¢ées requeridas?
Q2. Haverd um tnico angulo possivel?

Q3. Uma loxodrémica é a curva de menor comprimento

na esfera entre dois dos seus pontos?

Comecemos pela primeira questdo e por observar que,
se um dos pontos for um polo, entdo existe um meridiano
(que é uma loxodrémica de angulo zero) que contém os
dois pontos. Caso contrdrio, se nenhum dos dois pontos for
um polo, para determinar uma loxodrémica passando por
ambos basta conceber uma projecdo conforme (isto é, uma
fung¢do que preserva dngulos) da esfera (exceto os polos) no
plano que envie loxodrémicas em retas. De facto, com um

tal mapa, para encontrar uma loxodrémica passando pelos

Figura 2: A esquerda: Loxodrémicas
passando em A de angulos 45° 60° 90°
e -30° A direita: e de angulo 75°,
passando em A, B e C.

dois pontos, marcamos os dois pontos no mapa, tragamos o
segmento de reta que os une e tomamos o angulo que este
segmento faz com os meridianos. Um tal mapa existe desde
1569, tendo sido construido pelo cartégrafo flamengo Ge-
rard Mercator (1512-1594).

No mapa de Mercator, os meridianos sdo projetados em
retas paralelas verticais de espacamento uniforme, enquanto
os paralelos sdo enviados em retas horizontais, perpendicu-
lares as primeiras e de espagamento crescente do equador
para os polos. Desse modo, compensa-se a distorgdo da pro-
jecdo cilindrica de Arquimedes, que preserva dreas mas nao
angulos. Em [10] pode ler-se a primeira constru¢do mate-
madtica rigorosa da proje¢do de Mercator e também um mé-
todo heuristico para visualizar esta aplica¢do: imagine uma
esfera como um balio, e este inscrito num cilindro que lhe é
tangente no equador; ao encher-se de ar, o baldo expande e
os pontos da sua superficie vdo aderindo as paredes do cilin-
dro; este cilindro é depois cortado ao longo de um meridia-
no, e assim se obtém o mapa (figura 3). Em [4], o leitor pode-
rd escolher um ponto da esfera, seguir a construcdo descrita
acima e inferir que a imagem da projegdo de Mercator é uma
banda de largura finita mas com altura ilimitada inferior e
superiormente. Por isso, na prética, num mapa de Mercator
estdo apenas projetados os pontos da esfera com latitudes
entre -L° e L°, onde L < 90°.

Quanto a terceira pergunta, recordemos que numa esfera
a curva que minimiza a distdncia entre dois pontos distin-
tos é um arco de circulo maximo. A resposta a Q3 é, pois,

positiva se a loxodrémica for um meridiano (loxodrémica

04 GAZETA DE MATEMATICA + |73




de angulo 0°) ou o circulo do equador. Nos restantes casos
a loxodrémica ndo contém nenhum arco de circulo méximo
e, portanto, ndo minimiza a distancia entre os seus pontos
(figura 4).

A resposta a segunda pergunta é negativa se existirem
duas loxodrémicas intersetando-se em dois pontos distintos.
Pode mostrar-se [1] que, salvo os casos em que a loxodrémi-
ca é um meridiano (a« = 0°) ou um paralelo (« = 490°), a
curva é uma espiral em torno dos polos (embora tenha com-
primento finito) e, portanto, interseta cada meridiano uma
infinidade de vezes (figura 5). Assim, fixado um meridiano
e dois dos seus pontos comuns a loxodrémica em espiral,
obtemos um exemplo em que hd dois dngulos distintos que
servem para determinar a rota.

Podemos acrescentar que, dados dois pontos a latitudes
distintas (e que ndo sejam os polos), hd uma infinidade de
loxodrémicas que passam nesses pontos. Para melhor en-
tender esta afirmagdo, note-se primeiro que os pontos nas
extremidades Oeste e Este do mapa de Mercator e a mes-
ma latitude correspondem ao mesmo ponto do cilindro,
e portanto ao mesmo ponto da esfera. Assim, uma loxodré-
mica de angulo a # 0°,490° é projetada numa curva em
forma de hélice no cilindro; quando este se corta para cons-
truir o mapa de Mercator, a curva é enviada num sistema
de segmentos de reta paralelos e equidistantes, entre uma

extremidade do mapa e a outra. Reciprocamente, se agora

?Sugere-se a consulta de [9, 8] e das referéncias indicadas nestes artigos
para saber mais sobre a possivel influéncia do trabalho de Pedro Nunes na
concegao deste mapa.

Figura 3: Construcdo do mapa
de Mercator.

Figura 4: A vermelho € apresentada uma loxodrdmica, cujo traco
tem a forma de espiral. A azul assinala-se o caminho mais curto na
esfera entre dois pontos da loxodrdomica.

Figura 5: Loxodrémica com a = —84° a vermelho e meridiano a
azul.
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considerarmos dois pontos no mapa de Mercator a latitudes
distintas, cada sistema de segmentos paralelos (ndo horizon-
tais nem verticais) nas condi¢ées descritas acima e contendo
os pontos dados, corresponde na esfera a uma loxodrémi-
ca entre os pontos. Como hd uma infinidade de sistemas de
segmentos de reta nestas condigdes, hd uma infinidade de
loxodrémicas que contém os pontos dados (figura 6). Em
[5], pode escolher dois pontos na esfera, variar o nimero
de loxodrémicas que passam por eles e avaliar a diferenca
aproximada entre o comprimento dos arcos de loxodrémica
que unem os pontos e o correspondente comprimento do
arco de circulo maximo que realiza a distdncia entre eles na
esfera. A figura 6 ilustra um tal exemplo.

Para terminar, voltemos a questdo da natureza da busso-
la. Existem atualmente btssolas que indicam os polos geo-
graficos, mas a bussola mais comum é a bussola magnética,
que aponta os polos magnéticos. Era certamente este o tipo
de biissola usado na navegacao do século XV e dos sécu-
los seguintes. Ora, os dois tipos de polos sdo distintos. As-
sim, se o instrumento de navegacdo a usar for uma bussola
(magnética) e quisermos seguir um rumo entre dois pontos
fixados fazendo um angulo constante com a agulha da bus-
sola, as linhas de referéncia a tomar ndo sdo os meridianos
de longitude mas os meridianos magnéticos, ou seja, os semi-
circulos médximos com extremidades nos polos magnéticos,
que supomos serem antipodas (figura 7). Denominaremos
a curva andloga a loxodrémica mas com a propriedade de

fazer um angulo constante com os meridianos magnéticos

Figura 6: A esquerda:
trés loxodrémicas entre
A e B (vermelho, verde
e amarelo) e o caminho
mais curto entre os dois
pontos (azul). A direita:
projecdo de Mercator
dessas curvas.

por loxodrémica magnética. Sendo esta a curva que interessa
a navegacdo por bussola, o dngulo que devemos conhecer
é aquele entre uma loxodrémica magnética que passe pelos
pontos a considerar e os meridianos magnéticos. Este angu-
lo pode ser obtido por uma projegio de Mercator magnética na
qual a esfera é tangente ao cilindro envolvente no equador
magnético, que é a interse¢do da esfera com o plano que pas-
sa no seu centro e é perpendicular ao eixo definido pelos
polos magnéticos. Em [6] é possivel variar a localizagdo dos
polos magnéticos e comparar loxodrémicas com loxodré-

micas magnéticas.

Figura 7. Curvas loxodrémica (amarelo) e loxodrdmica magnética
(vermelho); eixo e meridianos magnéticos (verde) e eixo geografico
(azul).
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