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A ESTRUTURA DOS NUMEROS PRIMOS

It is evident that the primes are randomly distributed but, unfortunately, we

don’t know what ‘random’ means. R. C. Vaughan (1990)

E evidente que os primos se distribuem de forma aleatéria, mas infeliz-

mente ndo sabemos o que é que “aleatério” significa.

UM POUCO DE HISTORIA
Hoje voltamos a falar sobre os nimeros primos. O seu es-
tudo interessa aos matematicos como objeto em si, mas
também porque na tentativa de os compreender tém também
surgido novas e fecundas teorias.
Historicamente, o primeiro resultado conhecido sobre
a estrutura do conjunto dos niimeros primos aparece nos
Elementos de Euclides (300 a.C.) e diz-nos que estes nun-
ca acabam, i.e, existem infinitos ntimeros primos. Euclides
demonstrou ainda que todo o ntimero natural admite uma
decomposic¢do tinica como produto de primos. Por exemplo,
2013 = 3 x 11 x 61, ndo existindo um outro produto de ni-
meros primos cujo resultado seja 2013. Podemos assim dizer
que os primos sdo os blocos a partir dos quais todos os ndime-
ros podem ser construidos.
Foi preciso esperar cerca de 2000 anos para que um novo
resultado importante acerca da distribuicdo dos ntiimeros pri-

mos fosse conhecido.

Teorema 1 (Dirichlet, 1837). Dados inteiros a e b primos en-

tre si, existem infinitos primos na progressao aritmética
{an+b:n € N}.

Assim, por exemplo, existem infinitos primos p tais que
p = 3n+1, ou seja, quando divididos por 3 deixam resto 1.
Existem também infinitos primos cujo resto da divisdo por
3 dd 2. Entre os 3 restos possiveis na divisdo por 3 (0, 1 e 2),
podemos mostrar que a probabilidade de o restodar1é1/2e
a probabilidade de o resto dar 2 é também 1/2.

Gauss (1777-1855) conjeturou um resultado estatistico so-
bre a distribui¢do dos primos: a densidade dos ndmeros pri-
mos no intervalo [0,x] deveria ser assimptoticamente @.
Este resultado foi demonstrado por Hadamard e La Vallée-
-Poussin (1896) usando métodos analiticos (varidvel comple-
xa), e mais tarde de modo elementar por Selberg e Erdos (1946).
A importancia de uma demonstragdo elementar, no sentido
de mais direta, é que esta traz consigo uma compreensao

mais profunda.

PRIMOS AO ACASO

Os especialistas em teoria dos ntimeros acreditam que os nu-
meros primos se comportam de modo aleatério. Obviamen-
te que ndo podemos esperar que algures na sequéncia dos

primos apare¢a um niimero par maior do que 2. O teorema
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de Dirichlet referido acima diz-nos que ndo havendo ne-
nhuma obstrugéo 6bvia tal como esta, todas as progressées
{an+ b : n € N} contém infinitos niimeros primos, sendo a
sua densidade na verdade a esperada para uma sequéncia
aleatéria com a mesma densidade dos primos. Podemos di-
zer que existem propriedades como a de ser um ‘nimero par’
que sdo incompativeis com ser primo. Por outro lado, mui-
tas outras propriedades naturais sdo satisfeitas pelos primos
como se estes tivessem sido escolhidos ao acaso, respeitando
a densidade notada por Gauss.

Sera por isso de alguma forma razodvel esperar que na
sequéncia dos ndmeros primos surjam todo o tipo de estru-
turas que possamos imaginar. E no entanto, muito poucos re-
sultados sobre padrdes de nimeros primos sdo conhecidos.
Nao faltando conjeturas plausiveis para desafiar os matemd-
ticos mais corajosos.

Sabemos, por exemplo, que existe necessariamente um
nimero primo em qualquer intervalo [n,2n] onde n é um
niimero natural. Este resultado foi demonstrado pelo mate-
matico Chebyshev em 1852. Mas nédo sabemos, por exemplo,
se existem infinitos primos da forma 1% + 1. Podemos formu-
lar questdes andlogas para qualquer outro polindmio irredu-
tivel. Outra questao do mesmo tipo que permanece em aberto
é a de saber se existem infinitos pares de primos (pares de
Sophie Germain) da forma (1,21 + 1), como por exemplo: 2 e
5;3e7,5e1l;11 e23;23 47,29 e 59; 41 e 83.

Nao ¢ facil decidir a priori quais as questdes matematicas
mais naturais ou fecundas, e por isso dignas de maior aten-
¢do. Uma dificuldade do mesmo tipo encontramos nés pro-
prios na escolha que precisamos constantemente de fazer
das nossas prioridades. Qual a importancia, por exemplo,
de saber se existem ou ndo infinitos pares de primos que dis-
tam duas unidades p, p + 2 (primos gémeos)? Alguns mate-
méticos chegaram mesmo a dizer com certa maldade que os
primos serviam para multiplicar e ndo para somar. A questdo
dos primos gémeos seria por isso uma questdo artificial e des-
provida de interesse. Os resultados recentes obtidos na dire-
¢do da conjetura dos primos gémeos permitem-nos perceber

que se trata na verdade de uma questdo natural e importante.

PRIMOS E BEM PROXIMOS
Em abril 2013, Yitang Zhang demonstrou que existem infini-

tos pares de primos que distam no maximo uma dada cons-

tante fixa L. A conjetura dos primos gémeos seria equivalen-
te a reduzir o valor para L = 2. O valor obtido por Zhang foi
L = 70000 000. Para tal, Zhang obteve uma nova estimativa
para o nimero de primos em progressdes aritméticas com pou-
cos elementos. Em novembro de 2013, motivado pelo surpre-
endente resultado de Zhang, James Maynard reduziu o valor
de L para L = 600. Maynard generalizou ainda o resultado de
Zhang para k-tuplos de primos. Denotaremos por py, pa, - - - a

sequéncia dos niimeros primos.

Teorema 2. Dado m € IN, tem-se

linhinf(anrm — pn) < mPetm,

Este resultado diz-nos, por exemplo, que existem infinitos
intervalos de comprimento fixo C = C(k) (constante depende
apenas de k) contendo, pelo menos, k primos. Isto significa que
podemos nédo sé encontrar infinitos pares de primos relativa-
mente préximos (distancia ndo superior a 600), como também
que existem k-tuplos de primos ndo muitos afastados uns dos
outros. Os argumentos de Maynard tém ainda a vantagem de
ser mais simples, por ndo usarem resultados da distribuigao
dos primos em progressdo aritmética nem o teorema de Bom-
bieri-Vinogradov, por exemplo.

James Maynard obteve recentemente o seu doutoramento
em Oxford (2013). O resultado obtido, ainda mais numa fase
inicial da carreira cientifica, foi surpreendente para os especia-
listas na drea.

O teorema de Maynard foi obtido independentemente pelo
omnipresente Terence Tao, usando o mesmo tipo de argu-
mentos. Este fendmeno de obtengdo simultanea de progressos
cientificos é relativamente comum em matemadtica. De alguma
forma, cada momento histérico estd preparado para atacar cer-
to tipo de problemas. O desenvolvimento da Fisica no inicio do
século XX criou condi¢des para o aparecimento de um Einstein.

Foram ja obtidos alguns resultados novos como consequén-
cia do trabalho de Maynard. Granville mostrou por exem-
plo que, dados dois inteiros positivos a e b primos entre si e
m > 1, existem m primos consecutivos pu, pu+1,- -, Pntm—1
congruentes com @ médulo m (os restos da divisdo destes pri-
mos quando divididos por b sdo todos iguais a a). Segundo
Granville é também possivel demonstrar uma antiga conjetura
de Erdos e Turdn relacionada com a distancia entre dois primos

consecutivos d,, = p,,4+1 — pn. Este novo resultado de estrutura
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para os primos diz-nos que existem sequéncias crescentes com
um ndmero arbitrdrio de elementos d,, < d;; 11 < -+ < dptm,
e também sequéncias decrescentes d;; > dy1 > -+ > dygm,
ou seja, k-tuplos de primos progressivamente mais préximos e
outros progressivamente mais afastados.

Podemos tentar adivinhar qual serd o préximo resultado
obtido sobre a estrutura dos ntimeros primos. Um candida-
to plausivel pode ser uma conjetura formulada por Dickson
em 1904, a qual afirma que dados certos conjuntos finitos
S={m,ay,--- ,a,} CIN ditos admissiveis existem infinitos
valores de n tais que n +ay,n+ap,--- ,n + a; sdo todos pri-
mos.

Em matematica, e em especial na teoria dos niimeros, quan-
do algum problema importante é resolvido, quase sempre a
sua resolugdo nos sugere novas questdes cuja resposta nos es-
capa. Nao parece fazer sentido imaginar um matemadtico no
futuro possuidor de uma teoria final para os nimeros primos,
capaz de responder a todas as questdes que lhe fossem pro-
postas. Os primos sdo e serdo sempre uma fonte inesgotdvel
com novos e importantes desafios. Se fosse possivel viajar no
tempo e fazer uma pergunta ao matemadtico futuro (no ano

3000, por exemplo), em vez de lhe perguntar como se demons-

tra a conjetura dos primos gémeos (fécil para ele certamente),
melhor seria perguntar quais eram as grandes questdes em

aberto do seu tempo relacionadas com os ndmeros primos.
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