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o rescaldo de 2013, ano da

Matematica no Planeta Terra,
apresenta-se uma descricao breve e
muito leve de um assunto matematico
de dificuldade técnica elevada: a
precessao dos equindcios. Fala-se
da sua descoberta no séc. IT a.C. e da
justificacao fisico-matematica desse
fenémeno concebida na segunda
metade do séc. XVIII. A teoria que
Leonhard Euler criou a esse propdsito
explica também o curioso movimento
dos pides de brincar, ndo sendo por isto
que as coisas se tornaram simples de
entender.

ANO sOTICO

O nosso planeta ndo é muito diferente dos outros no que
toca as voltas que dd em torno do Sol e em torno do seu
proprio eixo. Desde hd milénios que esses movimentos se
detetam por medicdo do que se observa: os movimentos
aparentes do Sol, da Lua e das estrelas, fixas e errantes.

Um exemplo interessante é o movimento anual da Terra
em torno do Sol e 0 modo como isso se avaliava e media na
Antiguidade. Cada estrela nasce e se pde tal qual a estrela
Sol, em virtude do movimento diurno da Terra em torno do
seu eixo; quando certa estrela nasce ao mesmo tempo que
o Sol (melhor, uns minutos antes de o Sol a ofuscar) diz-se
que ela tem o seu nascer heliacal. No antigo Egito era hdbito
marcar o inicio do ano de acordo com o nascimento heliacal
da estrela Sirius, que os egipcios designavam por Serpet e
0s gregos por Sotis, a estrela mais brilhante do firmamen-
to. A manha em que Sotis nascesse imediatamente antes do
Sol marcava o inicio do ano sético. Nos dias que se iam se-
guindo a esse inicio de ano, Sotis nascia cada vez mais cedo

do que o Sol; por exemplo, no décimo dia do ano sético, ela

nasce cerca de 40 minutos antes do Sol. O tempo decorrido
entre dois nasceres heliacais consecutivos de Sotis era 0 ano
sotico’. Assim se observou que o Sol descreve sobre o fundo
estrelado do céu uma trajetéria que é sempre a mesma ano
apo6s ano; ele atravessa sempre as mesmas constelagdes este-
lares que vieram a receber nomes bem familiares, os do Zodi-
aco, o zoolégico do céu: Carneiro, Touro, Gémeos, Carangue-
jo, Ledo, Virgem, Balanga, Escorpido, Sagitdrio, Capricérnio,
Aquario e Peixes, regressando ao Carneiro, por esta ordem.
Em vez de 'ano sético' usamos ano sideral, definido como
o periodo do movimento da Terra em torno do Sol, quando
observado no sistema das "estrelas fixas". De facto, a medi-
¢do dos movimentos planetdrios faz-se relativamente a um
referencial, dito sideral, cujos pontos de referéncia sdo objetos
muito distantes de nds, tdo distantes que os seus movimentos
ndo sdo detetaveis pelos sistemas de medida utilizados. Hoje,
a medigdo de movimentos das estrelas mais proximas € feita
relativamente a sistemas de referéncia ancorados em outras
estrelas ou objetos similares bem mais distantes; os mais uti-
lizados sdo os “quasars”, objetos galdcticos antiquissimos dis-

tantes de nés na ordem dos milhares de milhdes de anos luz.

ANO TROPICO

Para os astréonomos da Antiguidade, a Terra ocupava o cen-
tro do mundo, envolta pela esfera celeste onde residiam as
estrelas, como a figura 1 ilustra. Este ¢ um modo simplificado
de descrever o chamado sistema geocéntrico introduzido por
Platdo e Aristételes e levado por geragdes de astrénomos a
um estado de complexidade e fiabilidade notdveis, culminan-
do com a obra Almagesto, de Ptolemeu, no séc. II da nossa era.
A figura 1 mostra a eclitica a ponteado amarelo; a negro estao
0 eixo e o0 equador da esfera celeste que se obtém prolongan-
do o eixo e 0 equador terrestres; dantes, era a esfera que roda-

va em torno do seu eixo reproduzindo o movimento diurno

' Claro que havia erro substancial na defini¢do de cada ano individual, pois
o Sol e Sirius ndo estdo a mesma altura em nasceres heliacais consecu-
tivos. Mas um astrénomo que acumulasse muitos anos de observagoes
herdadas dos seus antepassados poderia estimar o ano sético com uma
precisdao muito grande: sendo o erro de avaliagdo do inicio do ano sético
cerca de um dia, se o nosso astrénomo utilizasse o registo do numero
de dias acumulado em 200 anos séticos, obteria uma estimativa do ano

sético com erro da ordem de 1/200 do dia, isto é, 7,2 minutos.
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Figura 1: O ponto vernal.

das estrelas, hoje vemo-la como entidade geométrica fixa.
A branco, com a letra‘y, estd o ponto vernal, um dos pontos
de intersecdo da trajetdria solar com o equador celeste; em
posicdo diametralmente oposta estd o ponto outonal, Q).

A bola amarela do Sol descreve a sua trajetéria anual no
sentido direto para quem observa de norte e, na figura, estd a
um més de chegar a v. O momento em que ocupa Y chama-
-se equindcio de margo; quando chega ao ponto da eclitica
a distdncia maxima acima do equador, déd-se o solsticio de
junho; chega ao ponto outonal no equinécio de setembro;
passados cerca de trés meses, da-se o solsticio de dezembro,
depois do qual o Sol volta ao ponto vernal. O tempo que de-
corre entre duas passagens consecutivas pelo ponto vernal é
o chamado ano trépico, o das estagdes.

Nos primérdios da astronomia, acreditava-se que ano tré-
pico e ano sideral tinham igual duracgdo. Mas Hiparco de Ro-
des (190-120 a.C.), considerado pai da trigonometria e maior
astronomo da Antiguidade, descobriu que isso nédo era as-
sim, estimando que o ano trépico é mais curto que o sideral
em pouco mais de 18 minutos e meio, diferenca notavelmen-

te préxima do valor moderno, de 20 minutos e 23 segundos.

Figura 2: Rodando como um pido.

Chama-se a isto a precessio dos equindcios pois, comegando a
contagem do tempo com o Sol no ponto vernal, o préximo
equindcio vernal precede a completagdo pelo Sol duma volta

inteira a eclitica.

DE QUE SIGNO sou?
Voltando a figura 1, a precessao dos equindcios significa um
lento deslocamento do ponto vernal sobre a eclitica, no senti-
do retrégrado para quem observa de norte, isto é, em sentido
oposto ao da circulagdo do Sol. Esse movimento de 7 faz-
-se a uma velocidade de cerca de 50 segundos de arco por
ano; umas contas simples mostram que, se essa velocidade
se mantiver, o ponto vernal dard uma volta inteira a eclitica
em cerca de 26 milénios, e vai percorrendo as constelagées do
Zodiaco pela ordem inversa a do percurso solar. No tempo
de Hiparco, 7 estava sobre o primeiro ponto do Carneiro,
isto é, na fronteira entre Carneiro e Peixes; durante os dois
mil e tal anos subsequentes atravessou os Peixes e encontra-
-se hoje na porta de entrada do Aqudrio.

Os astrélogos de hoje consideram que eu sou Escorpido

por ter nascido no dia 10 de novembro. De facto, no corres-
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Figura 3: Trajetdria do polo norte celeste.

pondente a esse dia, ao tempo de Hiparco, o Sol estava a meio
da constelagdo do Escorpido; mas, no dia em que nasci, mais
de 21 séculos depois de Hiparco, o Sol estava bem no meio da
Balanga. Parece ser esta a tinica influéncia que a precessao dos
equindcios tem na minha vida; afinal ndo sou tdo ruim quan-

to os horéscopos das revistas de lazer querem fazer-me crer.

A TERRAE O PIAO

Hoje sabemos algo que néo estava ao alcance de Hiparco: o
angulo dos planos do equador e da eclitica é constante, me-
lhor dizendo, tem pequenas oscilag¢des a volta dum valor mé-
dio de 23° 27/, chamado obliquidade da eclitica, que a teoria
matemdtica prevé se mantenha assim per seculum a seculorum.
Nestas condigdes, 0 movimento de precessdo é facil de des-
crever, como mostra a figura 2: a Terra roda em torno do seu
eixo, o qual, soliddrio com o equador, roda em torno dum
eixo perpendicular ao plano da eclitica e descreve a superfi-
cie conica af representada. Note-se que é precisamente isso
que faz um pido langado sobre um plano horizontal como
na figura 4. O pido roda em torno do seu eixo de simetria

e esse eixo, por sua vez, roda em torno do eixo vertical que

Figura 4: Pido num campo gravitico.

passa no ponto de apoio A. A este comportamento do pido
chama-se, por extensdo, movimento de precessdo.

No tempo de Hiparco e durante milénio e meio, a preces-
sdo foi vista como um movimento especial da esfera celeste
ou, melhor, duma das muitas esferas celestes concéntricas
que desde a Antiguidade Cléssica se foram criando para des-
crever os movimentos dos corpos visiveis no céu. A primeira
referéncia a precessdo como movimento do eixo da Terra pa-
rece ter sido de Nicolau Copérnico, na obra Sobre as revolugoes
das esferas celestes, de 1543, onde introduziu o seu famoso sis-
tema heliocéntrico. A mudanca de dire¢do do eixo da Terra
faz com que o polo norte celeste (N, na figura 1) mude com o
tempo. A figura 3 mostra uma projegdo da trajetéria do polo
norte celeste visto da Terra. Ele descreve a circunferéncia
amarela no sentido direto; a marca 0 indica o inicio da nossa
Era, e 13000 o meio curso precessional. A nossa Estrela Polar
estard na sua maxima proximidade do polo norte, a cerca de
27' de grau, no inicio do séc. XXII. No tempo da construgao
das grandes pirdmides (c. 3000 a.C.) a "estrela polar" era & do
Dragdo. A figura mostra que, daqui a 11 milénios, a brilhante

Vega indicard o norte.




A precessdo dos equindcios foi um mistério sem justifica-
¢do cientifica por quase dois milénios apds a descoberta de
Hiparco. Foi Jean d'Alembert, em 1749, o primeiro a dar uma
solugdo matemadtica para o problema. Em diversos textos
publicados entre 1736 e 1765, Leonhard Euler estabeleceu as
equagdes, ditas de Euler, que determinam de forma completa o
modo como se movem os sélidos. Em particular, permitiram
explicar como se movem os pides de brincar, o pido-planeta
onde vivemos, os discos e dardos langados por um atleta, etc.
Aqui, s serd possivel tocar ao de leve a teoria matematica.
Quando um pido estd em contacto com o solo, o seu peso Pe
areagdo —P do solo no ponto de apoio produzem um binario
que tende a forgar o eixo do pido a mudar a sua diregdo. Se
0 pido ndo estd em rotagdo, o eixo roda em torno de A e des-
creve um angulo de queda paralelo ao plano do bindrio. Mas
uma rotacao rdpida em torno do eixo de simetria fd-lo reagir
de modo muito estranho ao bindrio produzido pela gravida-
de: o eixo do pido comeca a descrever um angulo de vértice A
e plano perpendicular ao plano do binario (P, —P). Dai que o
eixo do pido descreva uma superficie conica de revolugdo, de

eixo vertical e vértice A.

TORCAO E ROTACAO

Consideremos um sélido com centro de massa C a que chama-
mos, apenas, centro do sélido. Dada uma forga E aplicada num
ponto X do sélido, o produto vetorial C—)>( A F designa-se por
torcio de F. Um campo de forgas origina uma forga aplicada em
cada ponto do sélido; a soma de todas estas forcas designa-se
por resultante, ou forca total; a soma das tor¢des de todas as forcas

do campo exercidas sobre o sélido é a torgdo total?.

UM PIAO DE MAXWELL. No nosso campo gravitico uni-
forme, o centro dum sélido é o tdnico ponto que satisfaz
a propriedade seguinte: se suspendermos o corpo por
um ponto, o centro estard sobre a vertical do ponto de
suspensdo qualquer que este seja. O centro nem sempre
é fisicamente acessivel, mas hd casos em que é. Nesses
casos, se 0 corpo se apoia no centro ele fica numa situa-
¢do de equilibrio indiferente: mudando a posi¢do de apoio
no centro, mantém-se o equilibrio. A ideia de criar um
pido apoiado no centro de massa ocorreu, em 1859, a Ja-
mes Maxwell, o famoso criador das leis matematicas do

eletromagnetismo.

Figura 5: Pido espremedor. O palito axial deve ser

maior do que a figura sugere e a sua ponta acerada
deve cravar-se na polpa do dedo.

Trabalhos manuais. O centro dum espremedor de citrinos
como o da figura 5 estd na concavidade do espremedor.
Perfure com um palito de espetada que entra no vértice
do espremedor e vai a uma profundidade q.b. de modo a
que a ponta do palito fique muito préxima do centro do
espremedor. Para saber se a ponta ja estd no centro, teste
com um dedo, como na figura, procurando o centro por
tentativas; depois fixe com super-cola e calibre, acrescen-
tando pequenas massas adesivas até detetar equilibrio in-

diferente. Acaba de fabricar um pido de Maxwell!

Experiéncias.

(a) Faga-o girar com boa velocidade, rolando o palito com
a sua mao livre. O eixo de rotagdo, que pode alterar mani-
pulando o palito, mantém-se estdvel, em qualquer posicao,
sem precessao!

(b) Percuta o bojo do pido com uma pancada seca como
a flecha indica; observa-se um outro movimento, dito nu-
tagdo, ou precessdo livre, que rapidamente desaparece por
acao do atrito no apoio do palito.

(c) Pressione o bojo, ao de leve mas continuadamente, com
um l4pis, por exemplo, no sentido da flecha, e verd o "mi-

lagre matematico" em acdo! O eixo-palito, em vez de rodar
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no plano do papel, rodard num plano perpendicular.

(d) Encoste ao palito (préximo do topo) um objeto irregu-
lar qualquer mantido imével (a sua méao de dedos abertos,
por exemplo); verd o efeito de Maxwell: o palito 'cola-se' ao
objeto e rola sobre ele! Esta colagem é coroldrio do milagre

matemadtico que vamos referir na pagina seguinte.

Por agdo de um campo de forgas, o centro do sélido deslo-
ca-se e o sOlido roda. Euler demonstrou que podemos estu-
dar separadamente esses dois efeitos: por um lado, o deslo-
camento do centro e, por outro, a rotagdo do sélido em torno
dum eixo, como se o centro estivesse parado. Esta decom-
posicdo do movimento faz parte da nossa experiéncia visu-
al televisiva, quando um operador de camara persegue, por
exemplo, uma bola de futebol ou um dardo em pleno voo;
num follow up bem feito, o centro do projétil parece parado
no ecrd, sendo bem visivel a rotagdo em torno dum eixo que
pode variar por acdo de forcas aerodindmicas. O sistema que
esse tipo de filmagem invoca é o sistema dito baricéntrico, cuja
origem é o centro do sélido e os eixos sdo dirigidos para es-
trelas fixas, como nos sistemas siderais. Assim, supomos que
o eixo de rotagdo dum sélido passa pelo seu centro.

A resultante R das forcas aplicadas ao sélido determina o
movimento do seu centro de massa: este desloca-se como se
fosse um ponto material dnico, com massa igual a massa do
corpo, atuado por R.E este teorema que legitima representar o
peso (forga resultante do campo gravitico atuando num corpo)
como forga aplicada no centro C dum sélido, como na figura 4.

Pelo seu lado, a tor¢do total dum campo de forgas estd
intimamente ligada com a rotac¢do adquirida pelo sélido. Se
um corpo roda é porque sobre ele se exercem ou exerceram
forgas de tor¢do ndo nula. Se um corpo que nao esteja a rodar
for atuado por um campo de torcado total nula ao longo do
tempo, o centro poderd deslocar-se de forma muito complexa

mas ndo terd rotagao.

LANCAMENTO DUM PIAO

Quando langamos um pido como o da figura 6, os nossos de-

dos exercem sobre ele um binério, (I_f, —-F ), com uma torgao T.
Se o langamento for "perfeito", isto é, se o plano do bina-

rio for perpendicular ao eixo do pido, este rodard com eixo

de rotacdo coincidente com o eixo de simetria; quer dizer T

produz uma rotagdo de eixo paralelo a torgado T>. A rotacdo

Figura é6: Torcdo e rotacéo.

costuma representar-se vetorialmente como o & da figura:
trata-se dum vetor com a dire¢do do eixo de rotagdo, com
modulo igual a velocidade angular do movimento rotativo e
sentido dado pela "regra do saca-rolhas", a mesma que ado-
tdmos para o produto vetorial®.

Experimente lancar o pido ao ar, da forma descrita, e
observe o voo do pido. Para este efeito, o campo gravitico
terrestre pode considerar-se uniforme o que implica o anu-
lamento da torc¢do total. Entdo & manter-se-d invaridvel e,
durante o voo, o centro do pido descreve a conhecida para-
bola de subida e queda dos graves. A situagdo modifica-se
radicalmente quando a ponta do pido encontra um plano ho-
rizontal de apoio; a partir desse momento ele passa a descre-
ver o movimento de precessdo ja descrito: @ roda em torno
dum eixo vertical.

Porqué? A explicacdo de Euler é uma dedugéo dificil fei-
ta com base na axiomadtica newtoniana do movimento dos
corpos. Ela ¢, dita de forma pouco rigorosa: se um pido em
rotagdo rdpida @ for sujeito a uma torgao T, & varia com o
tempo e a sua derivada é, em cada instante, paralela a Tetem

a direcdo de T nesse instante. Na figura 4, se & tiver origem

2Estamos a supor que o sélido é constituido por um ndmero finito de dto-

mos. A matemdtica do continuo € algo mais complicada.

3 A arte de bem langar um pido consiste precisamente em exercer sobre ele
um bindrio de plano "o mais possivel" perpendicular ao eixo do pido. Apds
um mau langamento, o pido iniciard a sua rotagao em torno dum eixo que
nao o de simetria, produzindo uma oscilacao indesejada que, em caso de

inabilidade extrema, o pode levar a uma cambalhota frustrante.

“Na figura 6, o bindrio exercido faz rodar o pido no sentido direto para
quem observa de cima. Se o eixo fosse um saca rolhas tradicional, este

progrediria no sentido de &, como na figura.
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A (no plano do papel) e dire¢do de A para C, a extremidade
de @ mover-se-4 na dire¢do e sentido de T“, isto é, foge para
1a da folha de papel! Trata-se duma reagdo anti-intuitiva, no
sentido em que falham as tentativas de a explicar noutros ter-
mos e de modo convincente. O famoso fisico Richard Feyn-

man chamou milagre matemdtico a precesséo dos pides!®

COMO E A TERRA POR DENTRO?

Enquanto a forma e tamanho da Terra sdo conhecidos
desde a Antiguidade, a sua densidade média s¢ foi deter-
minada no séc. XVIII. Quanto ao tamanho, os niimeros
hoje aceites sdo: didmetro equatorial 12756 km e didmetro
polar 12714 km, o que d4 um achatamento na ordem dos
0,33%. O achatamento, ou desvio de esfericidade, obtém-
-se, para qualquer bola, calculando a diferenca A entre o
maior e o menor didmetro, e dividindo A pelo maior dia-
metro. Para comparar, referira-se que a Jabulani do Mun-
dial de 2010, tida como a bola de futebol "mais perfeita do
mundo", tinha, a saida de fdbrica, um desvio de esfericida-
de triplo do da Terra.

O nosso planeta tem massa total de cerca de 6 x 10* kg
e a densidade média ronda os 5.5. Mais interessante que
os nimeros é o modo como essa massa se distribui. O
planeta é constituido por vdrias camadas de densidades
distintas, camadas essas também aproximadamente es-
féricas e concéntricas. A densidade cresce da crusta para
o centro, entre valores aproximados de 3 a 13. O modelo
matemadtico mais simples aqui adotado é o duma Terra
esférica sdlida com simetria radial, isto é, onde a densida-
de em cada ponto depende apenas da distancia ao centro
da Terra; portanto, ela € unido duma infinidade de cascas
(= superficies) esféricas, com densidade constante em
cada casca. O modelo mais complicado que aqui interessa
é 0 duma Terra que resulta do modelo esférico achatando
todas as cascas segundo o eixo de rotagdo; mais precisa-
mente, as cascas sdo elipsoides de revolugdo, concéntricos
e semelhantes entre si, sendo a densidade constante em
cada casca elipsoidal.

O modo ingénuo de calcular a massa da Terra com um
modelo destes é partir o modelo em pequenos pedagos e
somar as massas desses pedagos. Podemos parti-lo usan-
do, por exemplo, uma malha ctbica de pequenos cubi-

nhos de 1 cm3 cada; podemos também estimar a forga

gravitica que o Sol exerce sobre a Terra, somando as forgas
graviticas exercidas sobre cada cubinho. Estes cédlculos séo
impraticéveis por estarem envolvidos mais de 10% cubi-
nhos, mas o que conta ¢ a ideia, ja utilizada noutros con-
textos por Arquimedes, que viria a culminar na criagdo do
cdlculo integral moderno nos séculos XVII e XVIII. O que
disto interessa intuitivamente fixar é que a cada ponto X
associaremos uma massa igual a dum cubinho centrado
em X. Assim, se a densidade da casca a que X pertence for,

digamos 7, a massa atribuida a X serd 7 gramas.

NUMA TERRA ESFERICA...

Se a Terra fosse esférica de simetria radial, a acdo do Sol (ou
de qualquer outro corpo celeste) produziria um campo gra-
vitico sem tor¢do. A figura 7 mostra como isso se prova; o
plano da eclitica é perpendicular ao plano da imagem e estd
representado pela linha vermelha horizontal; o centro do Sol
encontra-se a direita, sobre a eclitica, a uma distancia muito
grande relativamente ao raio da Terra (cerca de 23 mil raios
terrestres). Escolhido A, um ponto arbitrdrio da Terra, B de-
nota o seu simétrico relativamente ao plano da eclitica; A’ e
B’ sdo os pontos da Terra simétricos de A e B relativamente
ao plano perpendicular ao da eclitica e que contém os centros
da Terra e do Sol. Claro que, na figura, as imagens de A e A’
(e as de B e B") coincidem. Estando os quatro pontos a mes-

ma distancia do centro da Terra e 8 mesma distancia do Sol,

Figura 7: Terra esférica.
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as forgas exercidas sobre eles pelo Sol sdo iguais. Dai resulta
que a torgao relativa a essas quatro forgas é nulae, portanto,
que a torgdo total é nula. Conclusdo, se a Terra tivesse esta
forma perfeita, nem o Sol nem nenhum outro corpo celeste
exerceria tor¢do sobre a Terra e ndo existiria precessdo dos

equindcios.

NUMA TERRA ELIPSOIDAL...

A figura 8 apresenta o nosso planeta como elipsoide de acha-
tamento muito pronunciado para se entender melhor a situ-
acdo. O plano da eclitica estd representado como na figura
7. O momento escolhido é o solsticio de junho, com o centro
do Sol do lado direito e no plano da figura; a linha vertical
vermelha representa o plano de topo que passa pelo centro
da Terra e é perpendicular a direcdo dos raios solares. Dada a
distancia a que o Sol estd, podemos supor que a forca graviti-
ca que exerce sobre cada ponto material da Terra € paralela a
eclitica e ao plano da figura. A esta distancia, o campo gravi-
tico solar é praticamente uniforme, mas nado é uniforme; por
exemplo, escolhido um ponto A sobre a Terra, seja B o ponto
diametralmente oposto a A , e considerem-se os pontos A" e
B’ construidos de modo andlogo ao da figura 7. Claro que as
forgas exercidas pelo Sol em A e A’ (e em B e B’) sdo iguais;
mas as que se exercem em A e A’ sdo de menor médulo do
que as que se exercem em B e B’ por estes estarem mais perto

do Sol. Feitas as contas, as forgas nestes quatro pontos produ-

Figura 8: Terra achatada vista do ponto vernal.

zem uma tor¢do ndo nula perpendicular ao plano da figura,
apontando para o leitor (do lado do ponto vernal). Esta con-
clusdo vale para todos os A,B,A’,B’ que se projetam nos qua-
drantes pares determinados pelos eixos vermelhos da figura
plana. Se considerarmos os dois gomos da Terra que se proje-
tam nos quadrantes fmpares, a conclusdo é: essas regides do
planeta contribuem com uma torg¢do perpendicular ao plano
da figura que aponta no sentido oposto ao da contribuigdo
dos quadrantes pares. A torcdo total é a soma dessas duas
contribui¢bes e queremos saber qual dessas duas prevalece;
parece ser claro que prevalece a contribui¢ao dos quadrantes
pares, pois neles se projeta maior quantidade de matéria ter-
restre do que nos quadrantes impares. Esta tltima frase nédo
é um raciocinio matemético, apenas d4 uma dica sobre a pos-
sibilidade de provar rigorosamente o teorema: no solsticio de
junho, a tor¢do que o Sol exerce sobre a Terra é perpendicular
ao plano da figura 8 e aponta para o ponto vernal.

No solsticio de dezembro a conclusdo é a mesma, como o
leitor facilmente verificard imaginando, na figura 8, o Sol do

lado esquerdo. Portanto,

num solsticio, o Sol exerce sobre a Terra uma

tor¢do dirigida para o ponto vernal.
Deixa-se ao leitor o exercicio de provar que

num equindcio, a torgdo total do campo

gravitico solar é nula.

Este é apenas o inicio dum raciocinio analitico dificil que
conduz a esta conclusdo: no decorrer dum ano, a tor¢do exerci-
da pelo Sol ndo é uniforme, mas, no computo anual, ela é per-
pendicular ao plano da figura 8 e aponta para o ponto vernal.

Em termos ingénuos, é como se o Sol tentasse diminuir a
obliquidade da eclitica, sem o conseguir, pois a Terra reage
com uma precessdo como manda o "milagre matemético" aci-
ma referido a propdsitos dos pides. O raciocinio feito para o
Sol pode repetir-se para a Lua e os planetas do sistema solar;
como esses astros tém planos orbitais pouco inclinados em

relagdo a eclitica, as suas ag¢des de torg¢do reforcam a do Sol.

QUAL O SENTIDO DA PRECESSAO?
No caso dum pido de brincar assente sobre um plano hori-

zontal, a teoria diz exatamente aquilo que o leitor pode obser-

5 Cf. The Feynman Lectures on Physics, Vol.l, S20-3.
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var experimentando. Se langar o pido como na figura 6, o lan-
¢amento preferido dos esquerdinos, o pido rodard no sentido
que @ indica, ou seja, o sentido direto para quem observa
de cima, e a precessdo do eixo faz-se nesse mesmo sentido.
Se fizermos o pido rodar no sentido retrégrado, a precessao
serd também retrégrada. Resumindo, para um pido assente
sobre um plano horizontal, a precessio e a rotagdo em torno
do eixo fazem-se no mesmo sentido.

Mas ndo € isso que a Terra faz, conforme representado na
figura 2: para quem observa de norte, a rotagdo é direta e a
precessdo, retréograda. Mas esta diferenga ndo é significativa,
Ccomo veremos.

Na figura 4, eliminemos mentalmente a faixa escura que
representa a 'mesa’ em que o piéo estd assente, mas manten-
do a ligacao no ponto A . O pido tem duas posi¢des de equili-
brio: uma estdvel, quando C estd na vertical de A abaixo de A4,

e outra instdvel, quando C estd na vertical de A acimade A .

PIOES DORMENTES. A posicdo de equilibrio instavel é di-
namicamente estdvel se o pido for posto a rodar com uma
velocidade angular suficientemente elevada. Todos temos
a experiéncia de ver um pido dormir, isto é, rodar estavel-
mente com o eixo imével na posigdo vertical. O atrito no
ponto de apoio vai retardando a rotagdo do pido que, em
certo momento, deixa de dormir e entra em precessdo: o
eixo vai aumentando o dngulo que faz com a vertical e o rit-
mo de precessdo aumenta na mesma proporgao que o ritmo
de rotagdo diminui, até que cai. Cada pido tem a sua veloci-
dade angular critica, acima da qual ele pode dormir e abai-
x0 da qual ndo dorme; pelos meus cédlculos, um pido como
o da figura 4 tem uma velocidade angular critica na ordem
das 15 voltas por segundo; por isso esses pides precisam
dum corddo ou doutro auxiliar de langamento. J4 o pido da
figura 9, feito com um suporte de panelas, de corticite, e um
palito de espetada, consegue dormir a velocidades de cerca
de 2 voltas por segundo. O segredo estd em que a velocida-
de critica serd tanto menor quanto mais achatado for o pido
e menor for o seu pé(distancia do centro ao ponto de apoio).
Quando quiser comprar ou fazer um bom pido, lembre-se

deste critério: ele deve ser chato e de pé curto.

Voltando a figura 4 sem a faixa escura, suponha que o pido

tem rotagdo e precessdo no sentido retrégrado para quem ob-

Figura 9. Pido dormente.

A

Figura 10: Giroscdpio, apoiado ou suspenso.

serva de cima. O atrito em A faz diminuir a velocidade de
rotagdo e o ponto C vai baixando; quando estiver abaixo do
ponto A, o observador vé o pido rodar no sentido direto e
continua a ver precessdo retrograda! Em vez de imaginar a
Terra como um pido tradicional de cabeca para baixo, experi-
mente testar um brinquedo fascinante, um giroscépio como
o da figura 10. Trata-se dum pido que pode ser apoiado no
ponto S ou suspenso de N. Ponha-o a rodar como indica a
figura, no sentido direto quando visto de norte, como a Terra.
Se o apoiar em S, ele terd uma precessdo em sentido direto.
Se o suspender de N, a precessdo serd retrégrada, como no
caso da Terra; o atrito vai retardando o pido e, decorrido al-
gum tempo, S descreverd uma espiral descendente até o pido
adormecer com S na vertical de N . Na Terra, temos o atrito
das marés...
Ird 0 nosso planeta adormecer?

Irdo acabar as estagdes do ano?
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propde uma axiomadtica do movimento dos corpos e a lei de

explicagdo de cardter matemdtico dos movimentos planetd-
rios do sistema solar. Newton apresentou a precessdo dos
equinécios como resultado da agdo gravitica do Sol e da Lua,
mas foi Jean d'Alembert (1749) quem estabeleceu com rigor
matemadtico o papel da atragdo luni-solar na precessao. Logo
de seguida, em 1750, Leonhard Euler apresenta "um novo
principio da mecénica" (no essencial, o 'milagre matemético'
acima referido), que viria a culminar na sua teoria geral do
movimento dos corpos rigidos, em 1765. Refiram-se outros
matemdticos cujas obras foram decisivas no estabelecimen-
to da teoria da rotagdo dos corpos rigidos: Joseph-Louis La-
grange e a sua mecanica analitica, em 1788; Louis Poinsot e a
sua mecanica geométrica, em 1834; Felix Klein e Arnold Som-
merfeld publicaram o tratado definitivo do pido, em lingua
alemd, entre 1897 e 1910; a traducdo inglesa, The Theory of the
Top, comegou a ser publicada em 2008, estando a publicagdo

do quarto volume prevista para 2014.
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