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QUADRADOS E CUBOS

David Wells, um autor bem conhecido entre nés, ja que algumas das suas obras
foram editadas em portugués, tem um novo livro: Games and Mathematics —
Subtle Connections (Cambridge UP 2012). Wells propde uma viagem fascinante
por problemas e teoremas, mostrando como as ligagdes entre os jogos abstratos e
a matemadtica sdo profundas e variadas. Desta reflexdo que, se bem que filoséfica,
é também matematica, retiramos um resultado para partilhar com os leitores.

Pouco ap6s aprender que a soma dos primeiros #n naturais
é dada por n(n 4+ 1)/2, muitos de nés encontrdmos uma
férmula para a soma dos cubos dos primeiros naturais:
13-|—23+-~-+713= M
4

Ora, combinando as duas relagdes mencionadas acima,

obtemos a igualdade surpreendente
B2+ =142+ +n).

Wells pergunta-se “serd isto uma coincidéncia, ou tratar-se-
-4 de algo profundo?” O que se entende por coincidéncia, em
matemadtica, é discutido no livro em aprego, assim como o que
caracteriza a profundidade de um resultado.

As expressdes conhecidas para as somas das poténcias dos
primeiros naturais ndo costumam apresentar esta, chamemos-
-lhe assim, simetria. Serd que se trata da ponta de algum iceberg,
serd que alguma outra drea matemadtica estd aqui a espreitar?...

Wells chama a nossa atengdo para um resultado de Louville
de 1857. Para o exibir relembremos que os divisores de um nu-
mero natural incluem o 1 e o préprio ndmero. Por exemplo, os
divisores de 12sdo0 1, 2, 3, 4, 6, 12. Assim, 12 tem seis divisores,
0 que também se escreve d(12) = 6.

Calculemos o ntiimero de divisores de cada destes niimeros.

Temos d(1)=1 d(2)=4d(3)=2, d(6) =4,
d(12) = 6 e um pequeno célculo dd-nos
B4+283428433 448346 =(1+2+2+3+4+6+12)% =324.

O que o Teorema de Liouville diz é exatamente que este tipo

d(4) =3,

de igualdade se verifica sempre que consideramos os diviso-
res de um natural n qualquer. No caso de n ser uma poténcia
de 2, digamos n = 281, tem-se d(n) = k e os divisores de n
sd01,2,22,...,28"1 =y, donde d(1) = 1, d(2) =2, d(4) = 3,
e, d2 ) =keP+22 + -+ = (1424 +n)?.

Como caracterizar os conjuntos de nimeros x,y, ...,z tais
quex® +yP 4+ +28 = (x+y+---+2)*2

Néao se sabe se esta igualdade s6 se verifica neste caso
particular de Liouville, em que os nlimeros em questdo sdo os
nimeros de divisores dos divisores de um dado natural. Aqui
fica um problema aberto para os nossos leitores...

Solugdes para os problemas do tltimo ntimero:
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