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GRUPO Eg SUPERSTAR

Em 2007 foi finalmente concluido o projeto de descrever o gigantesco
grupo Eg. O feito envolveu a participagdo de um vasto grupo de mate-
maticos e pesados célculos computacionais. E chegou as paginas do The

New York Times.

mbora possa ndo parecer, um dos grandes interesses dos

matemadticos é simplificar. Quando se fala de ndmeros
naturais, por exemplo, um dos teoremas mais famosos é o da
decomposicao em fatores primos. Estes sdo, por assim dizer,
os naturais mais simples de todos, a custa dos quais podemos
construir todos os outros.

Outros objetos, menos conhecidos do ptblico em geral
mas muito centrais em matematica, sdo os grupos. Estes po-
dem ser definidos como conjuntos onde estd definida uma
operagdo que € associativa, com elemento neutro, e para a
qual todos os elementos tém inverso. Um modo natural de
pensar nos grupos é vé-los como conjuntos de simetrias de al-
gum objeto. Por exemplo, o conjunto das bijegdes de {1,...,n}
em si mesmo forma o famoso grupo simétrico sobre 1 objetos.
Podemos também pensar nos grupos de aplicagdes do espago
tridimensional nele préprio que preservam a distancia, co-
nhecido como o grupo de isometrias de R®. Em linguagem
matematica, dizemos que os grupos atuam sobre estes con-
juntos.

Como hd uma grande variedade de grupos, é razoavel divi-
di-los em familias e perguntar, dentro de cada familia, quais
sdo os membros mais simples, e se os restantes se podem

construir a partir destes, tal como acontece com os inteiros.

Os grupos finitos formam uma destas grandes familias de
grupos. Dentro destes, os grupos simples (€ este o termo técni-
co) desempenham um papel semelhante ao dos primos para
0s nimeros inteiros.

Além de se saber quais sdo os grupos simples, € importante
saber um pouco mais sobre eles. Ha certas fungoes, definidas
num grupo e com valores complexos, que contém informagao
importante sobre o grupo, chamadas carateres, que passa-
mos a descrever informalmente. Como dissemos, é natural
esperar que um grupo atue sobre certos conjuntos, e quando
os elementos atuam como aplicagdes lineares de um espago
vetorial nele préprio, a acdo leva o nome de representagéo.
Cada representagdo faz assim corresponder a cada elemento
do grupo uma aplicagdo linear, e o cardter é entdo a fungao
que faz corresponder a cada elemento o trago dessa aplicagdo.

A classificagdo dos grupos simples finitos é mais compli-
cada do que a dos primos: demorou quase cinquenta anos a
fazer (de 1955 a 2004) e envolveu mais de cem autores.

Outra familia de grupos, menos fécil de definir mas igual-
mente central em matemadtica desde o século XIX, é a dos
grupos de Lie, que combinam duas estruturas: sdo simulta-
neamente um grupo e uma variedade diferencidvel — além de

serem infinitos, tém, ao contrdrio dos grupos finitos, uma na-
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tureza continua. O grupo de rota¢ées em torno de um ponto
fixo de R® é um exemplo de um destes grupos.

A descrigdo destes grupos pode ser feita recorrendo a uma
estrutura de algebra ndo associativa que se pode estabelecer
no espaco tangente ao elemento identidade. Chama-se a essa
estrutura uma dlgebra de Lie. E, por sorte, a classificagdo das
dlgebras de Lie simples (mais uma vez, é este o termo técnico)
faz-se através de estruturas combinatérias muito elegantes:

os diagramas de Dynkin. Ei-los.

o0—0C 0—0—0 A,(n>1)
O0—O0 - 0—0==0 B, (n=12
0—0  0—0=%=0 (, (n2=3)
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A cada diagrama corresponde uma dlgebra. Como vemos,
ha quatro familias infinitas, A,, By, Cy e Dy, e cinco élgebras
excecionais. A maior destas dlgebras excecionais é Eg, de di-
mensao 248.

A partir desta classificagdo das dlgebras, comegou-se o ca-
minho inverso: conhecer os grupos que a elas estdo associa-
dos. Este percurso é sinuoso e ndo univoco: a cada dlgebra
podem estar associados vérios grupos. Além disso, ha outro
problema: se inicialmente os grupos eram variedades reais,
foi necessdrio considerar dlgebras sobre C para estabelecer

esta classifica¢do. O regresso a R também néo é univoco: ha

varios grupos reais associados a cada grupo complexo oriun-
do das dlgebras, em particular, para cada grupo complexo hd
dois grupos reais especiais (podendo haver outros): a forma
compacta e a split form — e é a esta tltima que vamos referir-
-nos a partir de agora.

Tal como aconteceu com os grupos finitos, estabeleceu-
-se um projeto de elaborar um atlas dos grupos de Lie e
suas representacgdes, que se pode encontrar na pagina [2].
Tal como no caso dos grupos finitos, parte da compreensdo
dos grupos de Lie envolve um estudo dos seus carateres.
O seguinte resultado, de Langlands e Knapp-Zuckerman,
permite que os carateres mais simples (irredutiveis) se ca-
racterizem por uma matriz: estes dividem-se num nimero
finito de familias JF;, 1 <i < N sendo que em cada familia
hd um ndmero finito de carateres infinitesimais Xf\ (as varia-
veis i e A apenas tomam um numero finito de valores). Por
sua vez, Harish-Chandra provou que estes carateres infini-

tesimais se escrevem como
A Sy A
Xi = Z;Pij(l)®j
=

para certas fungdes @}\ e certos polinémios Pj, chamados
polinémios de Kazhdan-Lusztig. Portanto, os coeficientes P;;(1)
caracterizam completamente os carateres. Hd um mar de de-
talhes tedricos e técnicos que estamos propositadamente a
omitir; quem quiser conhecer mais pormenores podera con-
sultar o artigo [Vo] disponivel em [2].

O projeto dedicou-se entdo a encontrar estes polindmios
de Kazhdan-Lusztig para as split real forms dos grupos vindos
dos diagramas de Dynkin excecionais, pois os seus valores em
1 determinavam entdo toda a estrutura dos carateres, segun-
do a férmula acima. Esta iniciativa comegou a tomar forma
em 2003. Depois de sucessivamente tratados todos os outros
grupos, o que ficou terminado em 2005, restava Eg, 0 maior
de todos. Para o grupo Eg, de dimensdo 248, os polinémios
ocupavam uma matriz quadrada de tipo 453,060 x 453,060
(ainda que a matriz fosse triangular inferior, o que dava cerca
de cem mil milh&es de entradas para preencher)'.

Os célculos foram feitos em vdrios computadores, o maior
dos quais com 128G de RAM e 128G de memoéria adicional

' David Vogan apresentou estes resultados numa palestra intitulada **The Cha-
racter Table for Eg or How we wrote down a 453,060 x 453,060 matrix and
found happiness”.
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(swap space) e teve de recorrer a aritmética modular e a
software feito de propésito para o efeito (embora se tenha usa-
do também o software sage, que estd disponivel gratuitamente,
ver [4]. As primeiras frases do artigo [Vo] descrevem o fim do

processo:

“On January 8, 2007, just before 9 in the morning, a compu-
ter finished writing to disk about sixty gigabytes of files containing
the Kazhdan-Lusztig polynomials for the split real group G of type
Eg. Values at 1 of these polynomials are coefficients in characters of
irreducible representations of G; so all irreducible characters were

written down.”

Como termo de comparagéo, note-se que o genoma humano
se consegue codificar em menos de um gigabyte.

Este feito gerou um grande interesse, mesmo para o publi-
co ndo matematico. O préprio The New York Times falou do as-
sunto, ver [NYT]. Além disso, o grupo Eg tem tantas simetrias
que o fisico Garrett Lisi o considera uma peca fundamental
para a integracdo de vdrias teorias e a eventual criacdo de
uma “teoria de tudo” (veja-se, por exemplo, a “TED Talk” [3]).
Isto faz de Eg um grupo verdadeiramente excecional.

Sem mais parangonas, notamos que este resultado foi con-
seguido gragas ao esfor¢o de vdrios matematicos, entre os
quais os 21 que participaram (até agora) no projeto, quer te6-
ricos quer ligados a implementagdo computacional de algorit-
mos. Aqui estdo alguns deles, numa foto gentilmente cedida

pelo American Institute of Mathematics (ver [1]).

Foi necessério traduzir resultados tedricos, sem nenhuma
motivagdo computacional, em algoritmos implementdveis
num computador. Foram usados teoremas recentes e antigos
(com mais de 100 anos) e um poder de célculo s6 héd pouco
tempo atingido.

Terminamos com uma imagem que se tornou popular. Tal
como o diagrama de Dynkin, codifica a estrutura da 4lge-
bra Eg. O objeto original existe em 8 dimensdes, esta é uma
projecdo para dimensdo 2. A sua beleza, para além do seu
significado, ajudou a popularidade que o trabalho sobre Eg

veio a ter.
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