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Como noutras ciéncias assim também na genética, a matemadtica teve
por diversas vezes um papel clarificador. As observagdes de Mendel so-
bre a hereditariedade podem ser deduzidas com simples considerag¢des
probabilisticas. Um matemadtico famoso que se desculpou (ou gabou?)
de 'ndo ter feito nunca nada de ttil', na verdade ajudou com um artigo
de duas péginas a converter biélogos céticos a aceitagdo da teoria men-
deliana. A nossa abordagem menos ortodoxa das leis de Mendel e da
lei da estabilidade de Hardy-Weinberg — por polinémios em lugar das
habituais tabelas — aplicar-se-ia a planetas distantes onde podem reinar
leis de hereditariedade bem mais complicadas. Polinémios podem aju-
dar a um icti6logo determinar quantas carpas, ltcios e trutas vivem em
cada um de lagos diferentes se souber pouco mais do que com quantos
peixes de cada espécie estes lagos em conjunto abastecem por dia um

mercado préximo. Vejamos porqué...

esde os primérdios os homens terdo notado semelhan-
Dgas entre pais e filhos; se curiosidade na altura jd existia,
interrogaram-se de certeza porqué. As ideias sobre isto até
cerca de 1900 foram pouco convincentes. O naturalista Le-
clerc de Buffon (1707-1788) pensava que os licores masculino
e feminino contém particulas enviadas por todas as partes do
corpo que se ordenam miraculosamente para constituir o fi-
lho. E mesmo o pai da teoria da Evolugao, Charles R. Darwin
(1809-1882), viu cada célula do corpo como funcionando em
dependéncia de pequenissimas particulas, as 'gémulas’. As
gémulas do pai e da mde reencontrar-se-iam em cada célula
do embrido, dotado assim de caracteristicas intermédias entre

as da célula paterna e as da célula materna.

No entanto, estas teorias nado resistem a um exame minu-
cioso. Na transmissdo de geracdo para geragdo, as caracteris-
ticas individuais deviam desaparecer e apds poucas geragdes
todos nés deviamos ter aparéncias quase iguais, contrariando
o facto de que caracteristicas dos pais que na geracdo dos fi-
lhos se podem ndo manifestar, podem reaparecer nos netos.

Muitos leitores terdo conhecimen-
to de que foi um frade da ordem dos
Agostinhos, Gregor Mendel (1822-
-1884), que nos anos 1850 na cidade
de Briinn (do império austro-htingaro,

hoje Brno, na Republica Checa), com

as suas experiéncias sistemadticas de
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cruzamentos de plantas, trouxe pela primeira vez luz sobre
o assunto. Com ele comegou na biologia o que na fisica nos
lembra de Galileu: por experiéncias sistemdticas e pacientes
em situagdes simples, suprimiu influéncias perturbadoras e
descobriu relagdes essenciais.

Durante oito anos, Mendel experimentou com a ervilheira
(pisum sativum). Com esta planta fez uma escolha feliz, pois
poucas plantas exibem as leis da hereditariedade de forma
tdo pura como esta.

Sera ttil na nossa abordagem recordar duas coisas ele-

mentares:

a. A lei da distributividade implica que o produto de duas ou
mais somas se obtém selecionando de todas as maneiras
possiveis um termo em cada soma, multiplicando estes ter-
mos e adicionando todos os produtos obtidos, por exem-
plo (a+b+c)(d+e)=ad+ bd+ cd+ ae + be + ce. Junto
com a comutatividade, obtemos regras tais como

(a+b)(a+b)=a?+2ab+ b

b. Da teoria das probabilidades sabemos que a probabilidade
de dois eventos independentes acontecerem é igual ao
produto das probabilidades dos dois eventos. Por exem-
plo, a probabilidade de no lancamento simultdneo de um
dado e de uma moeda néo viciados se obter o par (5, cara)
é(1/6)(1/2) =1/12.

E devido a estas observagdes (a) e (b) que a contabilizagdo
da totalidade dos resultados possiveis em certas consideragoes
probabilisticas é feita de forma muito cémoda com polinémios.
Por exemplo, se numa urna hd duas letras x e trés ys, a probabi-
lidade de tirar da urna ao acaso um x é %, enquanto a probabili-
dade de tirarumy é % ; informagéo que codificamos convenien-
temente pelo polinémio %x + % . Se numa outra urna houver
um x, trés ys e dois zs, informacgao codificada por %x + % y+ %z,
entdo, calculando o produto das duas combinagdes lineares,
obtemos 11—5x2 + % xy + %yz + 12—5xz + %yz. Torna-se claro que
este polinémio nos informa corretamente de que na experiéncia
'tirar uma letra de uma das urnas, e uma letra da outra urna’, a
probabilidade de tirar 'x's de ambas as urnas é %, a de tirar um
x de uma das urnas e um y da outra é 1%; a de tirar ys de ambas
é 1%; adetirarumxeumzé %,eade tirarumyeumzé % Esta
técnica pode ser directamente generalizada a trés ou mais urnas.
Os polinémios obtidos seriam produtos respectivamente de

trés ou mais fatores.

Voltando ao nosso tépico, para obtermos gréficos simples
vamos supor que fazemos experiéncias com plantas de as-
petos bdsicos O, a que chamamos 'quadradas’; e A, a que
chamamos 'tridngulas'. Além de ser 'lisa’, uma tridngula pode
ocorrer ainda com um "ponto’: A

O que nds vemos nestas plantas sdo apenas os seus 'fendti-
pos'": a forma como os genes — que Mendel viria a descobrir e a
chamar fatores — se manifestam. Imaginem Mendel a fazer as
experiéncias seguintes e apontando de seguida os resultados

no seu caderno como todo o bom naturalista faz.

Ensaio |: Cruzar quadradas vermelhas Ml com quadradas
brancas .
Resultado: Todas as quadradas-filhos, i.e., as quadradas da
geracdo filial Fy, sdo de cor-de-rosa: resulta em
M x O resulta em OO OO (apenas).

Ensaio 2: Cruzar quadradas da geragdo F; entre si.

Resultado: Os filhos que constituem a geragdo F, ndo séo
todos iguais; na verdade, em termos estatisticos, saem em
cada quatro uma quadrada vermelha, duas de cor-de-rosa e

uma branca:

OXOresultaem MOOO.
w1 ” sl s Com estas experiéncias,
= ] o Y - . K .
il Jo 4 que em livros seriam expli-
Pﬁ:‘_ﬁ cadas com figuras como a
' .}.{. .}.'f.. 2et. 25L  mostrada, a teoria dos lico-
'q R o .
B & - g res de Buffon e de Darwin
' x 0 C cai definitivamente por terra,
sy | sl . .
- —0- ois segundo eles deviamos
rd '\ J"'-I‘\ p gu
: obter aqui flores cor-de-
\I '0‘ B ) F
O] i =i -rosa apenas. Talvez pelos

seus estudos matemadticos
anteriores, Mendel tenha tido a ideia genial de que o fend-
tipo ndo é governado por um fator hereditdrio s6, mas por
dois. Supondo que a cor da quadrada é determinada por dois
fatores que designamos por R (red) e W (white), e que am-
bos exercem a mesma influéncia sobre a cor, entdo devemos
supor que as quadradas Ml tém dois fatores R; diriamos hoje
que sdo do gendtipo RR, as quadradas [ sdo do gendtipo RW,
e as quadradas [0sdo do gendtipo WW. Se supusermos ain-
da, como é natural, que na criagdo de um filho cada um dos
fatores de pai e mae sdo transmitidos com a mesma probabi-

lidade, entdo chegamos exatamente aos resultados descritos.
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De facto, para o ensaio 1 justifica-se o cdlculo polinomial

(%R + %R)(%W + %W) — L(RW 4 RW + RW 4 RW) = RW;

|

e para o ensaio 2 o célculo

(GR+ 3W)(GR+ 2 W) = 1(RR+ RW + WR + WW) =

1 1 1
ZRR + ERW + ZWW'

Na verdade, sabe-se hoje a nivel molecular e cromosso-
matico o que Mendel intuiu: da perspetiva matemdtica pode
pensar-se do processo da acquisicdo de uma determinada ca-
racteristica por um filho como se este fosse 'escolher' um gene
da 'urna' dos genes (correspondente a caracteristica) do pai e
um tal gene da urna da mae.

Resultados mais tipicos do que os anteriormente relatados

sdo aqueles nos quais um gene domina o outro.

Ensaio 3: Cruzar tridngulas vermelhas de genétipo puro, RR
A com tridngulas brancas r7. A
Resultado: Todas as tridngulas da geragdo F; sdo vermelhas:

Ensaio 4: Cruzar triangulas da geragdo F; entre si.
Resultado: Obtemos tridngulas vermelhas e brancas em
nimeros que estdo na razao 3:1.

A X A resultaem A A A A

Estes resultados pdde explicar supondo que nas tridngu-
las o fator (hoje chamado alelo) responsével pelo vermelho é
'dominante’, e o alelo que dava cor branca é 'recessivo'. Alelos
dominantes sdo usualmente designados por letras grandes; a
sua presenga ou auséncia sozinha determina a manifestacdo
ou ndo de uma caracteristica; para os alelos recessivos usam-
-se as mesmas letras, mas pequenas. Assim s6 flores de gené-
tipos rr sdo brancas. Ao ensaio 3 corresponde o mesmo célculo

do ensaio 1:
1 1 1 1 1
(§R+ ER)(57+ Er) = Z(Rr+Rr+Rr+Rr) =Rr

explica porque na geragdo F; temos apenas vermelhas, que,
no entanto, sdo mistas (heterozigéticos), enquanto 0s seus
pais foram todos puros (homozigéticos). Os resultados dos
ensaios 1 e 3 foram cristalizados na 1° Lei de Mendel, dita Lei
da Uniformidade: se cruzarmos dois individuos de raga pura,
i.e., homozigéticos que diferem num par de alelos, os hibridos

da geracdo F; sdo todos iguais. No caso da hereditariedade

intermédia, o fenétipo dos individuos F; tem um aspeto com-
preendido entre aqueles dos pais (ensaio 1); no caso da here-
ditariedade dominante, um dos alelos sozinho (o dominante)
determina o fenétipo, o outro dito recessivo ndo se manifesta
nesta geracdo. Ao ensaio 4 corresponde o mesmo cdlculo do
ensaio 2, mas as interpretagdes dos calculos diferem por ra-
zdes da existéncia de um alelo dominante: na geragdo F, que

nasce da geracdo Fj, temos o célculo

1 1.1 1 1 1 1

se 'algebrizarmos' a passagem para os fenétipos fazendo cor-
responder a RR e a Rr a mesma letra, digamos R; e a rr a letra
7. Obtemos assim os polinémios simples R e 3R + 7, que ex-
plicam o resultado de que o nimero das vermelhas estd para
as brancas como 3:1.

Vimos aqui a 2° Lei de Mendel, a Lei da Segregagdo em
acgdo: se cruzarmos os monohibridos da geragdo Fy, os gené-
tipos vao dividir-se nas razdes estatisticas 1:2: 1. No caso da
hereditariedade intermédia, estas razdes valem também para
os fenétipos; mas simplificam para 3 : 1 para os fenétipos no

caso da hereditariedade dominante.

Exercicio: Quais as razbes numéricas esperadas por cruza-
mentos de tridngulas Rr X rr, RR X Rr?

Naturalmente, testar as suas hipéteses sobre recessividade
e dominancia terd sido bem complicado para Mendel: do as-
peto vermelho sozinho ndo se sabe se uma tridngula é do ge-
nétipo RR ou Rr. Mas das suas préprias hip6teses decorre um
método para identificar um conjunto de tridngulas vermelhas
de gendtipo RR.

Problema: O leitor diga como.

Finalmente podemos examinar se existe ou nido alguma
dependéncia entre a cor (governada por alelos R,) e 0 aspeto
de ser liso ou ter ponto (governado pelos alelos L,!) de trian-

gulas.

Ensaio 5: Cruzar tridngulas vermelhas lisas de gendtipos
RR LL com tridngulas brancas rr 1l pontuadas.

Resultado: As tridngulas da geragdo F; sdo todas verme-
lhas lisas:

A X A resultaem 4, a.. apenas.

Este resultado obtém-se porque as propriedades de

cor e de ser lisa ou pontuada sdo independentes. Sao pro-
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vocadas por genes que residem em loci (posi¢des) distin-
tos dos cromossomas. O resultado corresponde ao célculo
£ (R+R)(L+L)(r+7)(I+1) no qual o fator Léo produto
de fatores % que estariam a frente de cada letra. Expandindo o
polinémio, obtém-se evidentemente Rr LI; e como R domina
r e L domina I, todas as flores sdo vermelhas e lisas. O poliné-

mio dos fenétipos é RL.

Ensaio 6: Cruzar tridngulas da geracdo F; entre si.
Resultado: Em dezasseis flores esperam-se:
94,340,334, 1A,

Este resultado obtém-se expandindo o produto
L@R+7r)(L+1)- (R+r)(L+1)
que significa que no cruzamento o acaso vai escolher no pai,
no l6cus responsdvel pela cor, um dos alelos R ou r e no locus
responsdvel pelo aspeto um dos alelos L ou [, onde cada esco-
lha é feita com a mesma probabilidade %

Exatamente o mesmo acontece quanto a escolha dos alelos
da mae.

Calculando o produto, obtém-se R2L2 4+ 2R2LI + R+
2RrL? 4+ 4RrLl + +2Rrl? + 1?L? + 212 L1 + r?I?. Passando para
os fenétipos, substituimos os fatores LL e LI por L; RR e Rr por
R; Il por I; e rr por 7. Resulta RL 4+ 2RL + RI + 2RL + 4RL+
2RI+ 7L+ 2FL+ 7 =9RL+3RI+3fL+7I, o que explica
perfeitamente a experiéncia 6, supondo as hipéteses de inde-
pendéncia.

Os resultados obtidos nos ensaios 5 e 6 sdo expressos pela
3% Lei de Mendel, a Lei da Recombinac¢do dos Genes: se cru-
zarmos dihibridos, entdo os alelos que dizem respeito a fénos
distintos transmitem-se de formas independentes.

Uma das obje¢des que os bidlogos aduziram contra as leis
de Mendel foi que caracteristicas raras (como o canhotismo
ou doengas raras) deviam, ao fim de poucas geragdes, desva-
necer-se; uma ideia associada a teoria do licor.

Em 1908, o matemadtico Godfrey Harold Hardy, famoso
pelos seus resultados obtidos na anélise e na teoria dos ni-
meros, bem como pelo seu controverso livro de honestas
confissdes [H], e autonomamente, o0 médico alemdo Wein-
berg mostraram que, pelo contrario, independentemente da
distribuigdo das frequéncias dos gendtipos em sistemas de
2 alelos, numa populagdo panmista, a partir da primeira geragio
filial as frequéncias dos trés gendtipos possiveis ficam constantes.

Uma populagdo diz-se panmista se a probabilidade de dois

genoétipos se cruzarem for o produto das probabilidades
de encontrar os ditos genétipos na populacdo. O resultado
viria a ser conhecido como a Lei da estabilidade de Hardy
-Weinberg.

Vamos trabalhar com os genétipos RR, Rr, rr, respetiva-
mente. Supomos que estes se encontram numa dada popu-
lagdo com as frequéncias a,b,c, respetivamente.

Como um qualquer sujeito de um dos referidos genétipos
dd exatamente um dos seus alelos ao seu filho, podemos espe-
rar outra vez que o produto de dois polinémios dé o resultado
pretendido.

Em generalizagdo direta do que fizemos antes, fazemos o
célculo

1.1 1.1 11,
(a(§R+§R)+b(§R+§r)+c(§r+§r))

= ((a+ DR+ (c+ g)r)z

b, b b b,
=(a+ E) RR+2(a+ E)(c+§)Rr+ (c+ E) rr
= a'R?+b'Rr + %12
Aqui, no ultimo passo definimos implicitamente a’,b’, ¢’
como coeficientes dos monémios R2, Rr, r2, respetivamente;
sdo também as probabilidades de encontrar os genétipos RR,
Rr, rrna populagéofilial. Estes coeficientes desempenham para
esta geragdo o papel que a,b,c desempenharam para os pais.
Os célculos mostram-nos entdo que a passagem dos pais para
os filhos corresponde um mapeamento
(a,b,c) AN (a',b,c)
b, b b b,
= =)5,2 = = =)7).
Seja agora (a”,b",c") = ¢(a’, V', ¢'). Entdo,
/

b
" __ !/ 2
a'= (a +—2)

(a+ 2P+ (@t D)et )

= @+ 22+ 2)+ (e )P

dado a que a,b,c designam probabilidades de soma 1.

Exercicio: O leitor estabeleca de forma andloga que b" = b'e
¢ = ¢, concluindo a prova de que ¢ o p = ¢, ou seja, que ¢
é idempotente. Finalmente, convenca-se de que esta idempo-

téncia estabelece a lei de Hardy Weinberg.
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A matematica das leis de Mendel é relativamente simples e
podiamos ter dispensado a nossa teoria. Mas, ao contrario do
que é possivel com tabelas, podfamos tratar com a ferramenta
contabilistica de polinémios — na qual podemos ver germes
do que na andlise combinatdria é conhecido pelo termo 'fun-
¢Oes geradoras' — também leis mendelianas em planetas dis-
tantes onde na procriagdo estdo envolvidos trés ou mais sexos
e a transmissdo dos alelos ndo é equiprobabilistica.

Mas também o nosso planeta nos coloca questdes onde a
matemadtica apresentada é 1til. Acessivel a um leitor que te-

nha absorvido o método aqui exposto é o seguinte problema.

Problema. Um icticlogo jd hd tempos queria saber a distribui-
¢do das frequéncias relativas de carpas, lticios e trutas em trés
lagos 1, 2, 3 vizinhos. A obtengdo de tais dados € custosa, mas
quis a sorte que ouvisse de trés pescadores amigos que man-
tiveram durante dois anos (730 dias) o costume didrio de cada
um ir a um lago diferente e esperar até que um dos desejados
peixes mordesse 0 isco.

No jantar conjunto de cada dia cada um punha o seu peixe
na mesma panela. Registavam também em que consistiam os
seus jantares.

Contactados, emprestaram os seus registos ao cientista,
que conseguiu construir a seguinte tabela, que lhe dizia que
em 100 dias comeram trés carpas, em 176 dias a panela conti-

nha duas carpas e um ldcio, etc.

trés duas carpas, uma carpa,
carpas um ltcio dois ltcios
100 176 89
trés duas carpas um peixe de
Itcios uma truta cada espécie
13 120 156
dois licios, uma carpa, um ldcio,
uma truta duas trutas duas trutas
36 20 20

Sendo amigo matematico do ictiélogo, o leitor é capaz de
o informar de qualquer coisa como de que num dos lagos os
numeros de carpas, licios e trutas estdo aproximadamen-
te nas razdes 3:1:5, no outro dos lagos .... etc.? Desta forma
poupava-lhe imenso trabalho, tempo e dinheiro, além de se
tornar coautor do préximo artigo cientifico do ictiélogo, o que
ndo seria de todo mal para a carreira.

Explicdmos aqui alguma matemdtica 1til em certas
consideragdes probabilisticas e, em particular bioldgicas.
As fascinantes historias da descoberta e da bioquimica da leis
mendelianas, tivemos de simplificar radicalmente. Estas ver-
tentes da narrativa mendeliana encontram-se, por exemplo,

em [J[AL[WI].
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