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A EQUAGAO QUE NUNCA FOI DE PELL

Como determinar todas as solu¢des, em nimeros naturais, da equagao
x?> —2y?> = 1? E as de x? — 61y> = 1? Equagdes deste tipo sdo designa-
das por equagdes de Pell, apesar de John Pell (1611-1685) nunca ter tido
nada a ver com o assunto e de terem sido investigadas séculos antes
deste ter nascido. Mas, ndo obstante a sua longa histéria, contém ainda

alguns mistérios por desvendar.

ﬁ designagdo equagdo de Pell refere-se, de facto, a familia

e equagoes:

X2 — ay2 =1,

onde a é um ndmero natural maior que 1, usualmente livre de
quadrados', isto é, que ndo é divisivel por um quadrado per-
feito superior a 1. Mais ainda, estd subentendido que se pre-
tende resolver a equagdo em nidmeros naturais, ou seja, em
que se procuram todas as suas solugdes com x,y € IN. Quan-
do a ndo é um quadrado perfeito, esta equagdo tem uma in-
finidade de solucdes que se podem todas obter de uma par-
ticular, por essa razdo chamada fundamental. Por exemplo,
as solugdes em nimeros naturais de x? — 2y? = 1 sdo todas
obtidas a partir de x; = 3,1 = 2 fazendo, sucessivamente,
paran =1,2,3,...

Xpr1 = 3y

Yny1 = 2xp

+  dyy
+ 3y (1

Obtém-se assim (x,y) = (17, 12), (99, 70), (577, 408), (3363,
2378), (19601, 13860), etc.

A referéncia explicita mais antiga que se conhece a respei-
to destes pares de ntimeros, de facto a uma familia um pouco
mais geral, a das solugdes de X2 — 2y2 = +1, estd contida na
obra de Tedo de Esmirna?, que viveu algures no século IIL
Pensa-se, no entanto, que Tedo conhecia estes assuntos de

fontes pitagéricas bastante anteriores ao seu tempo. Estes
numeros, que se obtém de x; = 1,y; = 1 tomando, sucessi-
vamente, paran =1,2,3,...

Xpp1 = Xn + 2y

Yn+t1 = Xn +  Yn, (2)
sdo apelidados de algo como lado (y,) e diagonal (x,).
A construgdo sumariada na figura 1 (pdgina seguin-
te), que pode ser usada para mostrar que /2 é irracio-
nal e que se deixa ao cuidado do leitor entender, con-
20 —d = xyp,
obtém-se precisamente d = x, + 2y, e { = x, + y,. Isto po-

duz ao seguinte: fazendo d—{=y, e
derd explicar os nomes de lado e diagonal.
Evidéncia de que o assunto era conhecido muito antes

da época em que Tedo de Esmirna viveu, foi descoberta por

'E facil ver que os outros casos podem ser reduzidos a este, e que se a
for um quadrado perfeito entdo a equagdo nio tem solugdes, em nimeros

naturais.

2 A tradugdo para o francés, publicada em 1892 por ). Dupuis, da obra de
Tedo de Esmirna com o titulo de Exposi¢do dos Conhecimentos Matemadticos
Uteis para a Leitura de Platdo encontra-se disponivel em http://www.wilbou-

rhall.org, um site com tradugdes de textos antigos, originalmente em grego,
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Figura 1

Gotthold Lessing (1729--1781), escritor alemdo e uma figu-
ra importante do Iluminismo. Este, enquanto director da
Biblioteca Herzog August in Wolfenbiittel, descobriu, num
dos manuscritos ao seu cuidado, um curioso epigrama que
contém um problema que tudo indica ser da autoria de Ar-
quimedes, e que aqui reproduzimos, com alguma liberdade
de tradugdo de modo a simplificar a sua leitura.’

O PROBLEMA DE ARQUIMEDES
Se fores diligente e sabio, 6 estranho, calcula o nimero de
bovideos do deus Sol, que hd muito tempo atrds pastavam
pelos campos da ilha trindcria da Sicilia, divididos em qua-
tro manadas de diferentes cores, uma branca como o leite,
outra de um preto lustroso, uma terceira amarela e a ulti-
ma malhada.

Em cada uma havia bois, imensos em niimero, de acor-
do com estas propor¢des: Entende, estranho, que os bois
brancos eram tantos quantos a metade e um terco da mana-
da preta em conjunto com todo o gado amarelo, enquanto
que os bois pretos eram tantos quantos a quarta parte mais
um quinto dos malhados conjuntamente com, novamente,
todo o gado amarelo. Sabe ainda que os restantes bois, 0s
malhados, eram em numero igual & sexta parte mais um
sétimo dos brancos e mais toda a manada amarela.

Esta era a propor¢ado das vacas: As brancas eram pre-
cisamente iguais, em numero, a uma terca parte mais um
quarto de toda a manada preta; as vacas pretas eram tantas
quantas a quarta mais a quinta parte de todo o gado ma-
lhado, quando bois e vacas iam para o pasto juntos. Agora,
as malhadas eram iguais, em niimero, a quinta mais a sexta

parte de toda a manada amarela. Finalmente, as vacas ama-
relas eram iguais, em niimero, a sexta mais a sétima parte
da manada branca.

Se tu, 6 estranho, conseguires dizer com exactiddo qual
o numero de cabegas de gado do deus Sol, fornecendo
separadamente o niimero de bois bem alimentados e o
numero de fémeas de acordo com cada cor, entdo tu nao
poderds ser chamado de indbil ou ignorante dos numeros,
mas ainda ndo poderds ser contado entre os sabios.

Mas vem, entende também todas estas condi¢bes que
dizem respeito ao gado do deus Sol. Quando o0s bois bran-
cos misturavam o seu nimero com os bois pretos, manti-
nham-se todos firmes, iguais em profundidade e largura, e
as planicies da Sicilia ficavam repletas em todas as direc-
¢oes com a sua multitude.

De igual modo, quando os bois amarelos e os bois ma-
lhados eram reunidos numa sé manada, colocavam-se de
tal modo que o seu niimero, comegando com o um, crescia
lentamente até completar uma figura triangular, ndo ha-
vendo bois de outras cores entre eles, nem faltando algum.

Se fores capaz, 6 estranho, de determinar todas estas coi-
sas e de as reunir juntas na tua mente, fornecendo todas as
suas relagdes, entdo tu partirds coroado de gloria e sabendo
que foste julgado perfeito neste género de sabedoria.

Fica ao cuidado do leitor perceber que este problema con-
duz a uma equacao de Pell. Mas fica desde jd avisado que,
apesar do problema ter uma infinidade de solu¢des, a menor
é um ndmero com 206, 545 algarismos!

Para saber mais sobre este intrigante problema, consul-
tar o artigo de D. Joyce, disponivel em http://aleph0.clarku.
edu/~djoyce/numbers/cattle.pdf, assim como o artigo de H. W.
Lenstra Jr. publicado nas Notices da AMS em Fevereiro de
2002, disponivel em http:/[www.ams.org/notices/200202/fea-
-lenstra.pdf.

A equacdo dita de Pell foi também amplamente estudada
por matematicos indianos, pelo menos desde Brahmagupta
no século VII, até Bhaskara no século XII. Num comentdrio
escrito no século XI é descrito um processo para a resolver
que ficou conhecido como o método ciclico, e que é atribuido,
nesse documento, a um outro matematico indiano, Jayade-
va, do qual se conhece apenas esta referéncia.’

Actualmente, a equagdo de Pell estd intimamente liga-
da as unidades dos anéis de inteiros dos corpos quadrati-
cos, ou seja a aritmética de conjuntos como, por exemplo,
A= {m+nv2:m,n € Z}. Asoma e o produto de dois ele-
mentos de A é ainda um elemento de A, tendo este conjunto,
munido dessas operagdes, uma aritmética algo andloga a dos
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inteiros, havendo primos e compostos, assim como factori-
zagdo tnica em primos (neste caso). Uma pequena diferenga
é que, enquanto em Z ha apenas dois elementos que tém
inversos multiplicativos, nomeadamente 1, em A h4 uma
infinidade, nomeadamente: {(1 + /2)" : m € Z}. Tem-se
que £(1++/2)™ é um ndimero da forma a + b/2, para al-
guns a,b € Z com a — 2b*> = +1, e quando m percorre todos
os inteiros, a e b percorrem todas as solugdes desta equagdo.
Pondo (1 + V2)t = x, + yn\/i, obtém-se os ntimeros descri-
tos em (02), enquanto que (1 + V2)?" = x, + y,\/2 dé todos
os descritos por (01).

Tudo isto, e muito mais, incluindo aplicagées relativa-
mente recentes da equacado de Pell a Criptografia, pode ser
visto num livro inteiramente dedicado a esta equagdo: Mi-
chael J. Jacobson Jr., Hugh C. Williams, Solving the Pell Equa-
tion, Springer, 2009. Também o artigo acima referido de H.
W. Lenstra Jr. deixa claro que, como esse autor escreve, a
dltima palavra sobre a equagdo de Pell ainda nédo foi pro-
ferida, em particular no que diz respeito a algoritmos para
encontrar a solucdo fundamental.

Dada toda a longa histéria desta equagdo muito especial
(na realidade, como referido, trata-se de facto duma familia
de equagdes), porque se lhe chama entdo “equagio de Pell”?
A culpa é de Leonhard Euler que escreveu algures, errada-
mente, que foi John Pell que encontrou um método para as
resolver. E muito provavel que tal tenha resultado de uma
leitura apressada de partes da Algebra de Wallis, numa fase

em que, como Weil diz (loc.cit. p.174), “Euler devia ser um lei-
tor descuidado por essa altura”>.

Sendo Euler quem foi, o nome pegou e ndo ha agora como
o alterar. Mas, como Shakespeare tdo bem explicou por in-
termédio da sua célebre Julieta, ndo é o nome que interessa,
pois a equagdo que chamamos de Pell por outro qualquer
nome seria igualmente fascinante.

3Ver https:/lwww.cs.drexel.edu/~crorres/Archimedes/Cattle/Statement.html.

*Sobre este assunto, ler André Weil, Number Theory: an approach through his-

tory, from Hammurapi to Legendre, Birkhduser, 1984, pp. 19-24.

*Ver também Heath, Diophantus of Alexandria: a study in the history of Greek Alge-
bra, segunda edigdo, Cambridge University Press, 1910, pp.286, especialmente a
nota-de-rodapé 4. Esta obra esta disponivel online em https://archive.org/details/

diophantusofalexOOheatiala, assim como em http://www.wilbourhall.org.
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