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Os programas do Ensino Bésico

incluem varios critérios de
divisibilidade de ntimeros naturais.
Neste artigo apresentamos um critério
de divisibilidade para niimeros inteiros
que, apesar do seu nivel de generalidade,
tem uma demonstragdo muito simples.
Apresentamos também um critério de
divisibilidade por 7 que generalizamos a
qualquer niimero primo com 10.
Grande parte do artigo estd escrita numa
linguagem simples e informal, de modo
a que possa ser lido mesmo por quem

estd a iniciar-se no estudo da matematica.

PRELIMINARES

Muitas questdes relacionadas com o conceito de divisibilida-
de estdo diretamente ligadas a possibilidade da divisao in-
teira no conjunto Z dos ndmeros inteiros. Comegamos por
ver que realmente é possivel efetuar a divisdo inteira em Z.
Antes, porém, recordamos como é que aprendemos, no 1.° ci-
clo, o algoritmo da divisdo. Por exemplo, para dividirmos 9
por 4, perguntamos: “Em 9 quantas vezes hd 4?” A resposta
¢ 2. Em 9 hd duas vezes 4 e sobra 1. Para dividirmos 25 por
7, perguntamos: “Em 25 quantas vezes hd 7?” E a resposta
é 3 e sobram 4. Na verdade, perguntar “quantas vezes hd d
(d > 0) num namero a”, equivale a perguntar “qual é o ni-
mero méximo de d’s que hd em 4?”, ou ainda, a perguntar
“quando é que a diferenga a2 — dq é minima e ndo negativa?”.

0

Dizer que hd “g vezes d em a” equivale a dizer que a —dg > 0
e que g4 é méximo, isto é, a diferenca a — dq é minima, ou seja,

0<a—dg<d.

Proposicao 1. Se 2 e 4 sdo nimeros inteiros e d é nao nulo,
entdo existem niimeros inteiros g e 1, tinicos, de tal modo que
a=dqg+re0<r<|d|

Demonstragio. Comecemos por demonstrar o resultado
para d>0. Procuramos um nimero g de tal modo que a dife-
renga a4 — dq seja minima e ndo negativa, isto é, pretendemos
encontrar o elemento minimo do conjunto

X = {a —dx : x é um nimero inteiro e a — dx > 0}.

Como os elementos do conjunto X pertencem a IN, se este
conjunto for ndo vazio, existe o elemento minimo de X. Como
d>1, entdo d|a| > |a| > —a, ou seja, a+d|a] > 0. Logo,
a+ d|a| é um elemento do conjunto X e, portanto, o conjunto
X é ndo vazio. Seja r o elemento minimo do conjunto X e seja
g um nimero inteiro tal que

r=a—dq,ouseja, a=dq+r

Demonstremos que r < d. Se r < d, entdo

a—dg—d=a—d(g+1)>0.

Como a—d(q+1) pertence a X e a—d(q+1) <a—dg,
chegamos a uma contradig&o.

Provemos a unicidade dos ntimeros g e r nas condi¢des
referidas demonstrando que se g, g/, v e r’ designam ntimeros
inteiros verificando as condi¢oes

a=dq+rcom 0<r<dea=dg +r com 0<7r <d,
entdo
g=q er=7

Suponhamos que dg+r=a=dq ++'. Como d(q—q') =
r'—r, tem-se|d(qg—q')| = | — 1|

Como

0<r<del0<r<d,
concluimos que
—d <r' —r<d, ousej,|r —r| <d.
Assim,
dlg—q'|=r"—r| <distoé dlg—q'| <d.

Como d pertence a IN, terd de ser |[g —¢'| =0, ou seja,
q=¢.Entdodq+r=dq+r'e, portanto, r =1

Se d < 0, entdo —d > 0 e, portanto, existem g e 7, inicos,
tais que a = —dq+r, com 0 < r < —d. Logo, a =d(—q) +r
com 0 < r < |d|.

Vejamos alguns exemplos da divisdo inteira em Z.

-15 3 -5 0

15 =8 5 0
-21 6 -4 3
-21 -6 4 3
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Dados a e d ntimeros inteiros e supondo que d é diferente
de zero, dizemos que d é um divisor de a, ou que d divide a, ou
ainda que a é divisivel por d, ou até mesmo que a é um muiltiplo
de d, se o resto da divisdo inteira de a por d é zero, isto é, se
existir um niimero inteiro q de tal modo que a = dq.

Verificamos facilmente que se um ntimero inteiro a é divi-
sivel por um produto dyd, de ntiimeros inteiros ndo nulos, en-
tdo é divisivel por cada um dos fatores d; e d. Com efeito, se

a = (didy)q, entdo a = dy(d2q) e a = do(d19).

No entanto, um ndmero inteiro a ser divisivel por d; e
por dp ndo garante que a seja divisivel pelo produto d;d,.
Por exemplo, 36 é divisivel por 3 e por 9 e, no entanto, ndo é
divisivel por 27. H4, no entanto, uma condi¢do que garante
que um ndmero ao ser divisivel por dois niimeros é também
divisivel pelo seu produto. A demonstragdo deste resultado,
que serd apresentada mais a frente, envolve os conceitos de
maximo divisor comum, de nimeros primos entre si e de nt-
mero primo. Antes de os recordarmos, apresentamos alguns
resultados preliminares.

Se nn é um ndimero inteiro, representamos por #Z o conjun-
to de todos os mdltiplos de n.

O conjunto nZ dos multiplos de n tem as seguintes pro-

priedades:

1. O conjunto nZ é nédo vazio, pois 0 = n x 0;

2. Se a pertence a nZ e b pertence a nZ, entdo a — b per-
tence a nZ.

3. Se a pertence a nZ e m pertence a Z, entdo ma pertence
anfz.

Porque o conjunto nZ tem as propriedades (1) a (3), dize-
mos que nZ é um ideal de Z.

A qualquer subconjunto de Z com estas propriedades cha-
mamos um ideal de Z, isto é, umideal de Z é um subconjunto

I de Z com as propriedades:

1. O conjunto I é néo vazio;
2.Se a e b sdo elementos de I, entdo a — b é um elemento de [,
3. Se a é um elemento de I e # é um ntimero inteiro qual-

quer, entdo ax é um elemento de L.

Observamos que o conjunto T = {0} e o conjunto Z sdo
ideaisde Z,jaque T = 0Z e Z = 1Z.
Um nimero inteiro d ndo nulo é divisor de um inteiro a se,

e s0 se, 2 é um elemento de dZ. Este facto evidencia o papel

dos ideais na teoria da divisibilidade.

Observamos que se I é um ideal de Z, entdo zero é um ele-
mento de I. De facto, por I ser ndo vazio, existe um elemento
aem I. Da propriedade 2 resulta que 2 — 4 = 0 é um elemento
de I. Além disso, se a é um elemento de I, 0 mesmo acontece
com —a, pois se 2 é um elemento de I, entdo, pela propriedade

2,0 —a = —a é um elemento de L.

Proposi¢ao 2. Um subconjunto I de Z é um ideal de Z se,
e 50 se, existe um nimero inteiro ndo negativo 7 de tal modo

que | = nZ.

Demonstragdo. Do que observamos antes decorre que os con-
juntos da forma nZ sdo ideais de Z. Falta mostrar que se I é
um ideal de Z, entdo existe um nimero inteiro ndo negativo
n de tal modo que I = nZ.

Seja I um ideal de Z. Se I = {0}, entdo I = 0Z. Supo-
nhamos que I # {0} e seja a um elemento ndo nulo de I
Ou a4 >0 ou —a >0, pelo que o conjunto P definido por
P={xe€l:x>0}¢éndo vazio e os seus elementos sao ni-
meros naturais. Seja n o elemento minimo de P e vejamos
que I =nZ. De acordo com a propriedade 3 da defini¢ido
de ideal, qualquer mdiltiplo de n é um elemento de I, jd que
sendo n um elemento de P, n é também um elemento de L
Reciprocamente, seja 4 um elemento de [ e vejamos que a é
um muiltiplo de n. Como n é diferente de zero, pela proposi-
¢do 1 podemos garantir a existéncia de ntimeros inteiros g e
r de tal modo que

a=ng+re0<r<n.

Pretendemos provar que r=0. Se r # 0, entdo seria
a—ng=r>0. Como a e n sdo elementos de I, 0 mesmo
acontece com a — nq (propriedades 2 e 3 da defini¢do de ide-
al). Assim, a —nq é um elemento positivo de I e, portanto,
um elemento de P. Dado que n é o elemento minimo de P,
tem-seque n < a4 — ng = r, contrariando o factodese ter r < n.

Logo, r = 0 e, portanto, a = ng é um elemento de nZ.

Esta proposi¢do permite mostrar que dados dois nadmeros
inteiros, ndo ambos nulos, existe em Z o maximo divisor co-
mum desses niimeros. Antes, porém, recordamos a definicao
de méaximo divisor comum de dois niimeros inteiros.

Dados nimeros inteiros a e b, ndo ambos nulos, um niime-

ro inteiro positivo d diz-se mdximo divisor comum de a e b se
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1.d é divisor de a e de b, ou seja, d é divisor comum dea e b;

2.Se c é divisor de a e de b, entdo ¢ é um divisor de d.

Proposicao 3. Se # e b sdo nimeros inteiros ndo ambos nulos,

entdo existe e é tinico o maximo divisor comum de a e b.

Demonstragdo. Consideremos o conjunto I definido por
I = {ax + by : x e y sdo nimeros inteiros arbitrarios}.

Provemos que I é umideal de Z. 1 é ndo vazio pois, por exem-
ploa=ax1+bx0eb=ax0+b x 1sdoelementosdel.

Se ax + by e ax’ + by’ sdo elementos de [, entdo,

(ax + by)—(ax’ +by') = a(x — ') + by — )
0 que prova que ax + by—(ax’ + by') é um elemento de [, e se
ax 4+ by é um elemento de I e z é um ndmero inteiro, entdo
z(ax + by) = a(zx) + b(zy) é um elemento de I. Assim, [ é um
ideal de Z.

Como a e b sdo elementos de I e a e b ndo sdo ambos nulos,
entdo, pela proposicdo 2, existe um ntimero inteiro positivo d
de tal modo que I = dZ. Provemos que d é o maximo divisor
comumdeaeb.

Como a e b sdo elementos de dZ, concluimos que d é um
divisor comum a a e a b. Suponhamos que ¢ é um divisor de a
e de b. Entdo, a e b sdo elementos de cZ e, como este conjunto é
um ideal, todos os elementos de [ = dZ sdo elementos de cZ,
em particular o niimero d = d x 1 é um elemento de cZ, o que
prova que ¢ é um divisor de d.

Quanto a unicidade, observe-se que se d e d’ sdo ambos mé-
ximos divisores comuns de a e de b, entdo, pela definicdo de
mdaximo divisor comum, podemos afirmar que d divide d" e
qued’divided. Em Z, tem-se d = d' oud = —d’, mas como um
maximo divisor comum §é, por defini¢do, um inteiro positivo,
concluimos que d = d’.

Se a e b sdo ntimeros inteiros ndo ambos nulos, escrevemos
d = mdc (a,b) para significar que d é o maximo divisor comum
deaeb.

Corolario. Identidade de Bézout. Se 7 e / sdo niimeros inteiros
ndo ambos nulos e d = mdc(a,b), entdo existem numeros intei-
ros x e y tais que d = ax + by.
Demonstragdo. Da demonstracdo da proposicdo anterior decor-
re que d é um elemento do conjunto
I = {ax + by : x e y sdo ntimeros inteiros arbitrarios}.
Assim, podemos garantir a existéncia de niimeros inteiros

x ey tais que d = ax + by.
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Etienne Bézout (1730-1783)

Observamos que osniimerosinteiros x ey referidos naidenti-
dade de Bézoutndo sdo determinados de modo tinico. Por exem-
plomdc@ 6)=2e 4x(-1)+6x1=2=4x2+6x(—1).

Esta identidade foi provada pelo matemdtico francés
Etienne Bézout, autor de vérias obras, das quais destaca-
mos Théorie générale des équations algebriques. Esta obra existe
na Biblioteca Nacional de Franga e pode ser consultada em
http:/fwww.bnffr/frlacc/x.accueil html

Recordamos que p se diz primo se p admitir exatamente
dois divisores positivos distintos, a saber: o ntimero 1 e o nd-
mero |p.

De acordo com a defini¢do, os nimeros —1, 0 e 1 ndo séo
nimeros primos, pois —1 e 1 tém apenas um divisor positivo,
enquanto qualquer niimero inteiro positivo é divisor de 0.

Decorre das defini¢des de ntimero primo e de maximo di-
visor comum que se p € um nimero primo e 4 € um nimero
inteiro ndo divisivel por p, entdo mdc(p,a) = 1.

Dois ntimeros inteiros a e b dizem-se primos entre si se
mdc(a,b) = 1.

Proposicdo 4. Sejam 4, b e p niimeros inteiros e suponhamos
que p é distinto de —1, de 0 e de 1.
O niimero p é um niimero primo se, e s6 se, p dividir a ou

dividir b, sempre que p divida o produto ab.

Demonstragdo. Suponhamos que p é um nimero primo e ad-
mitamos que p divide o produto ab e ndo divide a. Queremos
mostrar que p divide b. Como p é primo e nédo divide 4, entdo
mdc(p,a) = 1. Pela identidade de Bézout existem ndmeros
inteiros x e y tais que px + ay = 1. Entdo,

b = pbx + aby.
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Como p divide o produto ab, existe um ndmero inteiro
g de tal modo que ab = pq. Substituindo ab na igualdade
b = pbx + aby, obtemos que b = pbx + pqy = p(bx + qy),
ficando assim provado que p divide b.

Reciprocamente, suponhamos que se p divide um produ-
to, entdo p divide um dos fatores e provemos que p é um nd-
mero primo. Demonstremos que se d é um divisor positivo
dep entdiod =1oud = |p|.

Seja d um divisor positivo de p. Entdo existe um ndme-
ro inteiro k de tal modo que p = dk. Todo o nimero inteiro
nao nulo é divisor de si proprio. Assim, p divide dk pelo que,
usando a hipc’)tese, se tem

p divide d ou p divide k.

Se p divide d, entdo existe um ndmero inteiro g; de tal
modo que d = pg;. Substituindo d na igualdade p = dk,
obtemos p = kqy. Logo, kg1 =1, ou seja, k =1 ou k = —1.
Sek= —1,entdod = —p = |p|.Sek=1,entdo d = p = |p|.

Se p divide k, existe um ntimero inteiro g, de tal modo
que k = pqy. Substituindo k na igualdade p = dk, obtemos
p = pdqo, donde dg, = 1e, consequentemente, d = 1.

ALGUNS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

Proposigdo 5. Sejam 4, d e d, nimeros inteiros e suponha-
mos que dj e dy sdo nimeros primos entre si. Tem-se que o
produto did, é um divisor de a4 se, e sO se, 0s nimeros dy e d

sdo divisores de 4.

Demonstrag¢ido. Conforme foi observado anteriormente, se a é
divisivel por dyd,, entdo a é divisivel por d; e por d,. Supo-
nhamos que um nimero inteiro a é divisivel por dy e por d,
com dq e d, primos entre si e demonstremos que a é divisivel
por dqd,. Sejam g1 e g, niimeros inteiros tais que
a=diq ea=dy.

Como mdc(dy, dp) = 1, pelaidentidade de Bézout, existem
nimeros inteiros x e y tais que dix + dpy = 1. Tem-se

a = diax + dyay = didaqox + dodiq1y = dr1da(qox + q1y),
o que prova que o produto d;d; divide a.

Esta proposi¢do permite deduzir vdrios critérios de divi-
sibilidade. Enunciamos, a titulo de exemplo, apenas alguns

desses critérios.

Critério de divisibilidade por 6. Um ntimero inteiro é di-

visivel por 6 se, e s6 se, é divisivel por 2 e por 3.

Critério de divisibilidade por 12. Um ndmero inteiro é
divisivel por 12 se, e s6 se, é divisivel por 3 e por 4.

Critério de divisibilidade por 14. Um ntimero inteiro é
divisivel por 14 se, e s6 se, € divisivel por 2 e por 7.

Critério de divisibilidade por 15. Um niimero inteiro é
divisivel por 15 se, e s6 se, é divisivel por 3 e por 5.

Critério de divisibilidade por 18. Um ntimero inteiro é
divisivel por 18 se, e s6 se, € divisivel por 2 e por 9.

Critério de divisibilidade por 21. Um ntimero inteiro é

divisivel por 21 se, e s6 se, é divisivel por 3 e por 7.

CONGRUENCIAS

Se a, b e n sdo nimeros inteiros e n > 0, dizemos que a é con-
gruente com b médulo n se a e b tém o mesmo resto na divisdo
inteira por n. Neste caso escrevemos

a = b(modn).

Verificamos facilmente que se g, b e ¢ sdo nimeros inteiros,
entdo

1. Reflexividade:a = a(modn);

2. Simetria: se a = b(modn), entdo b = a(modn);

3. Transitividade: se a = b(modn) e b = ¢(modn), entdo

a = c(modn).

Porque a relagdo bindria = (modn) tem as propriedades
(1) a (3), dizemos que a relagdo é uma relagio de equivaléncia.
Uma relagio de congruéncia é uma relagdo de equivaléncia
compativel com a operacdo de adicdo e com a operacdo de

multiplicagdo.

Proposicao 6. Se 4, b e n sdo nimeros inteiros e 7 é positivo,

entdo a = b(modn) se, e s6 se, n é um divisor de a — b.

Demonstragdo. Suponhamos que a = b(modn). Entdo, a e b
tém o mesmo resto na divisdo inteira por n e, portanto, exis-
tem nimeros inteiros gq,, g, e r tais que
a=nq+reb=ng+r,com0<r<n.

Como a — b = n(q; — q2) concluimos que n divide a — b.

Reciprocamente, suponhamos que 7 é um divisor de a — b
e seja g um numero inteiro tal que

a—b=nq.
Sejam q,, q,, 71 e rp nimeros inteiros tais que a = ngy + 4

eb=mnqy+rycom0<ry,rn<n.
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Suponhamos que r, < r;. Entéo
ng=a—b=n(q+q2)+ (r1 —r2)
Como 0 < ry —rp < n, entdo, pela unicidade do resto, obte-

mos que r1 = 17, ou seja a = b(modn).

Proposi¢ao7.Sejama, b, ¢, de nniimeros inteiros com positivo.
Se a = b(modn) e ¢ = d(modn), entdo a+ c = b+ d(mod n)
e ac = bd(modn).

Demonstragio. Suponhamos que 2 = b(modn) e ¢ = d(modn).
Entdo, a — b e ¢ — d sdo mdltiplos de n. Assim,
(a4+c)—(b+d)=(a—b)+ (c—4d)
¢ um mdltiplo de n e, portanto, 4 + ¢ = b+ d(mod n).
Por outro lado, ac —bd = (a —b)c+ (c —d)b é multiplo

de n, e, portanto, ac = bd(modn).

Se a e n sdo ntimeros inteiros e n é positivo, representamos
por [a]z(modn) o conjunto de todos os niimeros inteiros con-
gruentes com a2 médulo n. A este conjunto chamamos classe
de congruéncia médulo n do nimero inteiro 4, isto é, o conjunto
de todos os ndmeros inteiros que tém o mesmo resto que 2 na
divisdo inteira por n.

Tem-se

[a]=(modn) = [0]=(modn) 5€, € 56 se, a = b(modn).
E de notar que se a é um nimero inteiro, entdao
[a] =(modn) — [r]z(modn)
onde r € o resto da divisado inteira de a por n. Como os restos
possiveis na divisdo inteira por n sdo os niimeros inteiros de
0an—1, concluimos que existem exatamente n classes de
congruéncia modulo n distintas.

Por exemplo, as classes de congruéncia médulo 5 sédo
[O]E(modn)r [1]E(modn)r [2]E(modn)/ [3]E(modn) € [4]z(modn)~

A compatibilidade da relagdo = (modn)com as operagdes
de adi¢do e de multiplicagdo, permite definir no conjunto das
classes de congruéncia médulo n uma operagdo de adicédo e

uma operagdo de multiplicagdo do seguinte modo:

[[l]z(modn) + [b]E(modn) = [a+ b]E(modn)
e
[u]z(modn) X [b]E(modn) = [ab]z(modn)'
Por exemplo,
[3] (mod5) + [4] (mod5) — [7]z(mod5) = [z]z(modS)
e
:Z]E(modS) X [4]E(mod5) = [B]E(modS) = [3]E(mod5)-,

CRITERIO GERAL DE DIVISIBILIDADE
Observamos que, dados ntimeros inteiros a e d, com d ndo nulo,
provar que a é divisivel por d é mostrar que a divisdo inteira
de a por d é exata, ou seja, que o resto da divisdo € zero, isto €,
[a] = (modd) = [0]=(modd).

Consideremos o niimero 27564. Como é sabido, este niime-

ro pode ser representado na forma
27564 = 2x10*+7x10+5x10%+6x10"+ 4x10°.

Na verdade, qualquer niimero inteiro pode ser escrito na-
quela forma. Se a = ayai_1...a14¢ é a representagdo no sistema
decimal de um niimero inteiro a, entdo

k .
a=m10° + ap_1105" + .+ 3110 + a9 = Z a,10".
i 0
Dados niimeros inteiros ndo negativos i e d, com d diferen-
te de zero, representamos por R4 o resto da divisdo inteira de
10" por d. Do que dissemos antes, resulta que
[10'] = (modd) = [Rid]=(modd)-
Proposicao 8. Critério geral de divisibilidade.
Sejam q = ;10K + 451101 + ..+ 4110 4 a9 = Zi‘(:o 2;100 e
d niimeros inteiros e suponhamos que 4 é ndo nulo.
Tem-se que o niimero 4 é divisivel por 4 se, e s6 se, 0 niime-

ro inteiro Z{'(zo a;R;y é divisivel por d.

Demonstragdo. O nimero a é divisivel por d se, e s0 se,

[a] =(modd) — [0] =(modd)*
Mas
k
[a]z(modd) Z 111101 (modd)
i=0
k )
= Y [l =(mod d) X [10')=(mod a)
i=0
= Z[ﬂl =(modd) X [Rid]=(modd) =
Z a;iRig] =(modd)-
Assim,
[u]z(modd) = [O}E(modd) se, e s se,
k
[) iRid) = (modd) = [0]=(modd)
i=0
e, portanto, ¢
a é divisivel por d se, e s6 se, 0 niimero inteiro Z a;iRi;
i=0

é divisivel por d.
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Corolario 1. Critério de divisibilidade por 2. Um niimero in-
teiro a = agay_1...a1ap € divisivel por 2 se, e s0 se, o algarismo
das unidades, a,, é um nimero par.

Demonstragdo. Como Rj, =0 sempre que i > 0 e Rop =1,
entdo Zf:o a;R; = ag e, portanto, de acordo com a proposi¢do
anterior, a é divisivel por 2 se, e s6 se, a, é divisivel por 2 ou,

equivalentemente, 2, é um nimero par.

Corolario 2. Critério de divisibilidade por 3. Um nimero

inteiro a = ayay_q...a14q € divisivel por 3 se, e s0 se, 0o nimero
ISP TR

Y.i_oa; é divisivel por 3.

Demonstragdo. Como R;3 = 1, qualquer que seja o i, entdo a

é divisivel por 3 se, e s0 se, Zﬁ‘{:o a;R;3 = Ei‘(zo a;, é divisivel

por 3. Assim, um nimero inteiro é divisivel por 3 se, e s se,

a soma dos seus algarismos é divisivel por 3.

Corolario 3. Critério de divisibilidade por 4. Um nidmero
inteiro a = agay_4...a1ay € divisivel por 4 se, e s6 se, o niimero
a; a, é divisivel por 4.

Demonstragido. Como Rig =2, Rygg =1 e Ry = 0, sempre que
i seja maior do que 1, entdo a é divisivel por 4 se, e s6 se,
Zﬁ'(:o a;Rjy = 2a; + ap é divisivel por 4. Assim, de acordo com
a proposicao 8, 2a; + ay é divisivel por 4 se, e s6 se, 10a1 + ag
é divisivel por 4, ou seja, um ndmero inteiro é divisivel por
4 se, e s6 se, 0 numero constituido pelos seus dois dltimos

algarismos for divisivel por 4.

Corolario 4. Critério de divisibilidade por 5. Um niimero in-
teiro a = ayay_1...a1aq é divisivel por 5 se, e s6 se, o0 algarismo
das unidades, ag , € zero ou cinco.
Demonstragido. Como R;5 = 0, sempre que i > 0 e Ros = 1, en-
tao ZQ‘C:() a;Rj5 = ao.

Logo, a é divisivel por 5 se, e s6 se, gy = 0 ou ay = 5. Logo,
um ndmero inteiro é divisivel por 5 se, e sé se, o algarismo

das unidades é 0 ou 5.

Corolario 5. Critério de divisibilidade por 6. Um nimero
inteiro a = ayay_1...a1a¢ € divisivel por 6 se, e s6 se, o algaris-
mo das unidades é um nimero par e a soma Zf:o a; é divisi-
vel por 3.

Demonstragio. De acordo com a proposi¢do 5, o niimero a é
divisivel por 6 se, e s se, é divisivel por 2 e por 3. O resultado

decorre dos coroladrios 1 e 2.

Corolario 6. Critério de divisibilidade por 8. Um niimero
inteiro a = ayay_1...a1ag € divisivel por 8 se, e s6 se, 0 niimero
ap ay ag é divisivel por 8.

Demonstragio. Como Rog = 4, R1g = 2, Ry = 1e Rjg = 0 sem-

pre que i > 3, entdao
k
Z a;R;g = 4ap + 2a1 + ag.
i=0

Logo, de acordo com a proposicio 8, o ndmero
4a; + 2a1 + ag é divisivel por 8 se, e s6 se, 0 mesmo acontece
com aaqay = 10%a, + 10a; + ag, ou seja, um numero inteiro
é divisivel por 8 se, e s6 se, o niimero constituido pelos seus

trés dltimos algarismos é divisivel por 8.

Corolario 7. Critério de divisibilidade por 9. Um ntmero
inteiro a = ayay_q...a1ag é divisivel por 9 se, e s6 se, a soma
Zi'(:o a; é divisivel por 9.

Demonstragio. O resultado decorre imediatamente da propo-

si¢do 8 e do facto de Rjg = 1 qualquer que sejao i > 0.

Corolario 8. Critério de divisibilidade por 10. Um ntiimero

inteiro a = agay_1...a1ag é divisivel por 10 se, e s6 se, ag = 0.

Demonstragdo. O resultado decorre do critério geral e do facto

de se ter Rg10 = 1 e Rjj9 = 0 sempre que i > 1.

CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR UM NUMERO
PRIMO SUPERIOR A 5
Seja 2 um inteiro e suponhamos que
k .
a = ay..a1ay = Zailo’.
i=0
Notemos que o nimero inteiro
k .
b = a...aq se escreve na forma Z ;10"
i=1
Proposicao 9. Critério de divisibilidade por 7. Um niimero
inteiro a = ay...ayaq € divisivel por 7 se, e s6 se, 0 niimero in-

teiro ay...a; — 2ay € divisivel por 7.

Demonstragdo. Suponhamos que g = Ei‘(:o ;10" = 74. Entdo,

k ) k )
Y a;10' +ag = 7q donde —2ap =2) a;10' —2 x 74.
i=1 i=1

Vejamos que Z?:l ;101 — 24, é divisivel por 7. Ora,
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Y ;107 =229 =Y ;1071 +2) 410 —2x 79 =
i=1 i=1 i=1

k . k )
=Y 21071 +2x10) 0107 —2x7q =
i=1 i=1

k .
=(1+420)) a;107 ' —2x7q=
i=1
k .
=7(3) ;107" —2q),
i=1

0 que prova que 0 nimero
k .
Y 2;10°"" — 2aq é divisivel por 7.
i=1
Reciprocamente, suponhamos que Zﬁ-‘zl a;101 — 2a9 = 7p..

Entdo, multiplicando ambos os membros por 10, obtemos,
k .
) a;10' —20ag = 7 x 10p, donde
i=1
k .
Y 410" +ag — (20 + 1)ag = 7 x 10p.

i=1
Logo,

=

a= a;10' 4+ ag = 21ag + 7 x 10p = 7(3ag + 10p),

1

Il
—

0 que prova que
a= i a;10" é divisivel por 7.
i=0

Observamos que este critério pode ser aplicado suces-
sivamente até obter um nimero que seja facil verificar se é
multiplo de 7. Vejamos um exemplo. Consideremos o niimero
a = 129654 e apliquemos o critério sucessivamente para ave-
riguarmos se este nimero é divisivel por 7. Ora, o ntimero
129654 é divisivel por 7 se, e s6 se, 12965—8 = 12957 é divisivel
por 7. Mas, 12957 é divisivel por 7 se, e s6 se, 1295-14 = 1281
é divisivel por 7. Da mesma forma, 1281 é divisivel por 7 se, e
s6 se, 0 mesmo acontece com 128-2 =126. Como 126 = 7 x 18,
entdo 129654 é divisivel por 7.

Analisemos o critério de divisibilidade por 7: um nimero
inteiro Ei'(zo ;10" é divisivel por 7 se, e s6 se, 0 mesmo acon-
tece com o néimero inteiro Y ;4,101 —2a5. A primeira
pergunta que nos ocorre é: porqué o nimero 2 e ndo outro?
Qual é o papel do nimero 2 na demonstragdo deste critério?
Analisando, verificamos que a razdo para ser o nimero 2 é
o facto de 10 X 2+ 1 ser um muiltiplo de 7. Isto sugere que
o critério talvez possa ser generalizével a qualquer niimero

primo p superior a 5 se pudermos garantir a existéncia de um

ndmero inteiro kp de tal modo que
10k, + 1 seja um multiplo de p.

Se p é um niimero primo superior a 5, entdo p ndo divide
10, e, portanto, p e 10 sdo primos entre si. Pela identidade
de Bézout, existem ntimeros inteiros x e y de tal modo que
10x + py = 1. Entdo py = 1 — 10x. Consideremos k, = p — x
e vejamos que 10(p — x) 4 1 é um maltiplo de p. Ora,

10(p—x)+1=10p—10x+1=10p+ py = (10+y)p.

Parece estar encontrado um valor possivel para ky. Colo-
ca-se, no entanto, uma questdo. Os coeficientes da identida-
de de Bézout ndo sdo determinados de modo tnico. Como
resolver esta questdo? A primeira ideia que nos ocorre é to-
mar para valor de kj, o resto da divisao inteira de p — x por p.
O resto é determinado de forma tnica. No entanto, se
10x+py=1e 10z+pw =1, serd que p—x e p—z tém
0 mesmo resto na divisdo inteira por p? Vejamos que sim.
O que queremos provar é que p — x = p — z(modp). De acor-
do com a proposigdo 6, tudo o que teremos de mostrar é que
(p—x)— (p+z) =z— x éum multiplo de p.

Daigualdade 10x + py = 1 decorre que 10x =1 — py eda
igualdade 10z + pw =1 resulta que 10z =1 — pw. Assim,
podemos afirmar que

10(z—x) =10z—10x =1—pw—1+ py = p(y — w).

A igualdade 10(z — x) = p(y — w) garante que p divide o
produto 10(z — x). Assim, como p ndo divide 10, pela pro-
posicdo 4, p divide z — x, ficando assim provado que p — x e
p — z tém o mesmo resto na divisdo inteira por p. A questdo
estd resolvida: dado um niimero primo p superior a 5 e ni-
meros inteiros x e y de tal modo que 10x+py =1, tomamos

para valor de kj o resto da divisao inteira de p—x por p.

Na tabela seguinte apresentamos alguns valores de k; .

10x+py=1 p—x=pq+r

(Id de Bézout) (divisdo de

p —x por p)
1 10x(-1)+11x1=1 12 11 x14+1 1
13 10x(-9)+13x7=1 22 13x1+9 9
17 10x(=5)+17x3=1 22 17x145 5

19 x 1417 17
23 x1+16 16
29 x1+26 26
31x1+4+3 3

19 10x(-17)+19x9=1 36
23 10x(-16)+23x7=1 39
29 10x(—26)+29x9=1 55
31 10x(-3)+31x1=1 33
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Proposicao 10. Critério de divisibilidade por um niimero
primo superior a 5. Seja p um niimero primo superior a 5 e
sejam x e y inteiros tais que 10x+py=1. Seja kj, o resto da divi-
sdo de p—x por p. Tem-se que um nimero inteiro a = ay...a;ag
é divisivel por p se, e s6 se, 0 nimero inteiro ay...a; — kpag €

divisivel por p.

Demonstragdo. Suponhamos que 25-‘:0 ;10" = np. Entao,

k . k )

Z ;10" +ag = np, donde — kpag = ky Za,-w’ —kpnp.

i=1 i=1

Vejamos que Y ; 2,10""! — kaq é divisivel por p. Ora,
k . k .

410 +kp Y 010" —kpnp =
- i=1

1

k .
Zu{lolil — kpap =
i=1

1=

1

2;10 " +kp, x 10 ) ;10 —kpnp =
i=1

1=

Il
_

k .
= (1+kpx10) Y ;10" —knp.
i=1

Como 1+ 10k, € um mdltiplo de p, entdo 1+ 10k, € de

forma mp, para algum ntimero inteiro m. Assim,
k

Y 210 —kpag =
i=1

k .
(1+kpx10) Y a;10"" —kpnp =
=

1

k .
=p(m Z 41071 — kpn),
i=1

0 que prova que
k .
). a; 101 — kpag é divisivel por p.
i=1

Reciprocamente, suponhamos que Zé‘:l a;101 — kpag = np.

Entado, multiplicando ambos os membros por 10, obtemos

k .
Zailo’ — 10k pag = 10np, donde
i=1

k .
Y 410" + ag — (10k, + 1)ag = 10np. Logo
i=1

k .
Y 410" +ag = (10kp + 1)ag + 10np.
i1

Como 10k + 1 é um multiplo de p, entdo 10k, +1 = mp,
para algum ntimero inteiro m.
Assim, Zﬂ-‘zl a;10' +ag = (10k + 1)ag + 10np = mpag+10np
= p(magy +10n), logo

a;10" é divisivel por p.

k
a =

i=0
Observamos que da andlise a demonstragdo que acaba-
mos de apresentar se conclui que o critério de divisibilidade
pode ser estendido a qualquer niimero inteiro que seja primo
com 10.

Vejamos alguns exemplos de aplicac¢do da proposigao 10.
O numero 155023 é divisivel por 1. De facto, o valor de
k4 é 1. Considerando a seguinte sequéncia de nimeros,

155023 1> 115502 =3 x 1 = 15499 > 1549 —9 x 1 = 1540 > 154 - 0=154>15-4 x 1 =11

Concluimos, uma vez que 11 é divisivel por 11, que 155023 é

divisivel por 11.

O namero 96993 é divisivel por 13. Neste caso, o valor de

ki3 é 1. Considerando a seguinte sequéncia de nimeros,
96993 1> 9699 — 3x9 = 9672 1> 967 — 2x9 = 949 > 94 — 9x9 = 13

Concluimos, uma vez que 13 é divisivel por 13, que o mesmo

acontece com 96993.

O numero 1381675 é divisivel por 17. Basta atender a que
o valor de k,; é 1 e consideremos a seguinte sequéncia de

nimeros:
1381675 1> 138167 — 5x5 =1381421> 13814 — 25 = 13804 1> 1380 — 4x5 = 1360 1> 136 — 0x5
Verificamos, como 136 = 8x17, que entdo 1381675 é divisivel por 17.
O nimero 136078 é divisivel por 19. De facto, o valor de k44
€17 e, considerando a seguinte sequéncia de nimeros,

136078 > 13607 — 8x17 = 13471 >1347- 17 = 13301>133 = 7x19
Concluimos que 136078 é divisivel por 19.
O numero 209921 é divisivel por 23. Notemos que o valor

de k,; é 16, pelo que, considerando a seguinte sequéncia de

nameros:
209921 1> 20992 — 1x16= 20976 > 2097 — 6x16 = 2001200 — 1x16 =184

Dado que 184 = 8x23, entdo concluimos que 209921 é divi-

sivel por 23.
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O numero 236205 é divisivel por 29. Notemos que o valor
de kyo é 26, pelo que considerando a seguinte sequéncia de

nameros,
2362051 23620 — 5x26 = 23490 > 2349 — 0x26= 2349 > 234 — 9x26=0

concluimos que 236205 é divisivel por 29.

O numero 218922 é divisivel por 31. Neste caso, o valor de

k3, é 3. Considerando a seguinte sequéncia de ntimeros,
218922 1> 21892 — 2x3 = 21886 1> 2188 — 3x6 = 21701> 217 = 7x31

podemos afirmar que 218922 é divisivel por 31.
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