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Sabe o leitor que 0,99999999999 ... = 1?7 E porqué? Supondo, é claro, que
as reticéncias significam que os noves ndo terminam... E sabe que o pe-

1

riodo da dizima que representa ;, sendo p um nimero primo, é um

divisor de p — 1? E que hd ainda problemas em aberto sobre as dizimas

que representam nimeros racionais?

uando um numero racional é expandido em dizima,
trés coisas diferentes podem ocorrer, como é ilustrado
pelos exemplos seguintes:

1
- = 12 M
g = 0125

; = 0,142857 142857 142857 ... ;

% =0,16666666.. . .

A primeira dizima € finita, ao passo que as outras duas
sdo infinitas periddicas, mas na segunda o periodo — a par-
te que se repete ad infinitum — tem inicio imediatamente a
seguir a virgula decimal, enquanto na terceira tal ndo acon-
tece. Diz-se que a segunda € periddica pura, enquanto a ter-
ceira é periddica mista.

De forma a tornar a representagdo mais compacta e clara,
é usual indicar o periodo colocando-o entre paréntesis. Por
exemplo, 1 = 0, (142857). Aqui ficam mais dez exemplos:

1 =0,(09); & =0,(076923) ;

1 = 0,(0588235294117647) ;  7b: =0, (0099)

% =0,(153846) ; 3 =0, (1764705882352941) ;
% =0,95; 1 —0,(703);

% = 0,03(571428) ; 43 _ (), 851(923076) .

Nao é dificil ver que a expansao em dizima de um ntime-
ro racional é necessariamente periédica (considerando as
finitas como tendo periodo constituido pelo algarismo 0) e
que, reciprocamente, todo o niimero representado por uma
dizima periédica é um ndmero racional. A primeira afirma-
¢do resulta facilmente do que € feito no algoritmo da divi-
sdo, como abaixo veremos, enquanto a segunda resulta de
uma simples técnica para converter uma dizima periddica
numa fragdo, que se ilustra aqui com um exemplo, o da di-
zima 1, 8(43). O primeiro passo é dar um nome ao ndamero
correspondente: r, por exemplo. De seguida, multiplica-se
a dizima pela poténcia de 10 que faga com que o periodo se
inicie logo ap6s a virgula (se tal for jd o caso, essa poténcia
¢ 10°), e depois pela poténcia necessaria para trazer um pe-
riodo inteiro para a esquerda da virgula:

10r = 18,434343. ..
1037 = 1843,434343...
Daqui resulta:
10%7 — 107 = 1825,
portanto (10> — 10) r = 1825 ou seja, r = 82 = 3.

Quando se aborda este assunto da representagdo em di-
zima, deve observar-se que tal representacdo nem sempre
é tinica. Mais precisamente, as dizimas finitas tém também
uma representagdo infinita, que se obtém retirando uma
unidade ao digito mais a direita e acrescentando a seguir a
ele uma infinidade de noves. Por exemplo: 1, 25 = 1, 24(9).
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Isto pode ser visto aplicando a técnica acabada de descre-
ver a dizima 1,24(9). J4 agora, o mesmo procedimento pode
ser aplicado para ver que 0, (9) = 1. No entanto, deve o
leitor ficar informado de que o porqué exato por detrds
destas igualdades passa por saber o que sdo exatamente os
numeros reais e qual o significado preciso de uma dizima
infinita, para o que se recomenda, como ponto de partida, a
pagina http://en.wikipedia.org/wiki/Construction_of_the_real _
numbers e as referéncias af contidas.

Um facto curioso é que o tamanho do periodo da dizi-
ma de uma fragdo irredutivel (em que o méximo divisor
comum do numerador e do denominador é 1) depende
apenas do denominador. Para ver que assim §é, basta per-
ceber o que é feito quando se usa o algoritmo de divisdo
habitual para expandir uma fragao irredutivel § (a,b € Z,
b > 2, mdc(a,b) = 1) em dizima. Ora, esse algoritmo é sim-
plesmente um procedimento para determinar os ntimeros

inteiros 4,41,92,43, - - . tais que:

a=bqg+rg
101’0 = bﬁh +1r (1)
10 = blh-Hz

107, = bqui1 + 1yt

com 0 <r, <b para todo n € Ng. A multiplicagao por 10
corresponde a “baixar um zero” no algoritmo que se apren-
de no ensino bdsico'.

Como 0 <r, < b, tem-se que 0 <107, < 10b e, por con-
seguinte, 0 < g,41 < 10. Ou seja, g, é um digito (um ntime-
ro de 0 a 9) para todo n > 1. De (1) resulta, sucessivamente,

que:
To= "0
=1t
no_ oMo,
b 0 7 100
noo_ 92 2
10b 102 102b/
0 que mostra que
G gD B
b_q+10+102+103+ q,919293 - - - -

Ou seja, (1) realmente determina a dizima de %, como

afirmado.

Vé-se agora porque é que toda a dizima correspondente
a um numero racional é periédica: como sé hd um nimero
finito de restos 7, possiveis, estes tém de se repetir, portan-

to, os gx também se repetem, periodicamente, a menos que
terminem, o que acontece quando algum resto é nulo.

Escrevendo a=b (mod m) quando a e b deixam o
mesmo resto quando divididos por m, de (1) vem que
1079 = r1 (mod b), 1071 = rp (mod b), ..., 107, = ry41 (mod b)
Mas entdo, para todot,n > 0:

ot = 107441 =10% 1,4y = --- = 10'r, (mod b).
Note-se que de mdc (a,b) = 1 resulta que mdc (b,7) = 1.

Se mdc(b,10) =1, entdo mdc(b,r,) =1 para todo
n € N. Em particular, a dizima é infinita. Se r, for o pri-
meiro resto a repetir-se, sendo pois ry+y =71, para al-
gum f>1, resulta que r, = r,4; = 10'r, (mod b). Como
mdc (ry,b) = 1, deduz-se que 10’ =1 (mod b) e portanto
1o = 10' 1y = r; (mod b). Mas como 79 e r,;, s30 nimeros po-
sitivos menores do que b, conclui-se que rp = r¢, ou seja,
0 primeiro resto a aparecer repetido € necessariamente
r9. Daqui se conclui que, no caso em consideragdo, a dizi-
ma é periddica pura. Resulta também que o comprimen-
to do periodo é igual ao menor inteiro positivo d tal que
10 =1 (mod b). Em particular, d | ¢(b), onde ¢ é a fungio
de Euler?.

No caso de se ter b = 2%5P, para alguns a, 8 > 0, pondo
n = max{a, B}, tem-se que b | 10". Como r, =10"rg (mod b),
resulta que 7, = 0, ou seja, a dizima € finita.

Restaocasoemque b = 2% 5h¢c,coma, B > 0, max{a, B} >0,
mdc (c,10) = 1e ¢ > 1. Pondo n = max{a, B} > 1, tem-se

a  2ne5n—hg

b~ 107
Pelo primeiro caso, sabemos que

2n—05n=Pg
c

é puramente periddica e que o comprimento do periodo
é independente de a e igual ao menor inteiro positivo d
tal que 107 =1 (mod c). Como dividir por 10" correspon-
de a deslocar a virgula n digitos para a esquerda, resulta
que temos neste caso uma dizima periédica mista (que
ndo é pura, resulta de que se tem mdc (b,7y) = 1 enquanto
mdc (b, ;) > 1, para todo n > 1).

Resumindo: a dizima de § é puramente periédica, mista
ou finita consoante se tenha, respetivamente, mdc (b,10) =1,
mdc (b,10) # 1 e b tem um fator primo # 2,5, ou b ndo tem
nenhum fator primo # 2,5. Em particular o tipo de dizima
e também o comprimento do perfodo ndo dependem do nu-
merador.

Do que ficou exposto, conclui-se que, no caso particular
das fracdes da forma % com p primo, p o comprimento do
periodo é um divisor de p — 1. Determinar que divisor é
exatamente é que parece ser dificil. Sabemos que é o me-
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nor inteiro positivo d tal que 107 =1 (mod p), mas a nossa
ignorancia sobre a relagdo que tal inteiro tem com o primo
p é atestada pelo facto de ndo se saber se hd ou ndo uma
infinidade de primos para os quais tal inteiro é p — 1. Dito
de um outro modo, ndo se sabe se existe ou ndo uma infini-
dade de primos p para os quais o comprimento do periodo
da dizima de % é p—1, como é o caso de 11—7 dado acima como
exemplo.

Esta dltima questdo prende-se com uma conjetura feita
por Emil Artin em 1927, ainda em aberto. Para a descrever,
é necessdrio explicar que um nimero a € Z se diz uma raiz
primitiva de um primo p se o menor inteiro positivo k tal
que a* =1 (mod p) para p—1. A conjetura de Artin em cau-
sa afirma que, se a ndo for —1 nem um quadrado perfeito,
entdo a € raiz primitiva para uma infinidade de primos.
A conjetura inclui ainda uma previsao para a percentagem
de primos para os quais a é uma raiz primitiva: cerca de
37,4%. O mais surpreendente é que tal percentagem nao de-
pende do ntimero a. Para mais detalhes ver http://www.math.
ucsb.edu/~agboola/teaching/2005/winterfold-115A/murty.pdf.
A figura 1 d4, para os primeiros 500, 000 primos, o nimero

187242
37.4%

e as percentagens daqueles em que os periodos da dizima
correspondente a % sdo os nela indicados.

Em 1986 Roger Heath-Brown mostrou, com base em tra-
balhos de Rajiv Gupta and M. Ram Murty, que hd no maxi-
mo dois ndimeros para os quais a conjetura de Artin é falsa.
E um resultado fabuloso. Mas, apesar disso, ainda nédo se
conhece nenhum ndmero para o qual a conjetura seja ver-
dadeira! Em particular, ndo se sabe se 10 é ou ndo uma raiz

primitiva para uma infinidade de primos, o que se prende
com a expansdo em dizima das fragoes % com p primo. Nao

é curioso?

'O 10 aparece aqui simplesmente por ser essa a base que usamos para re-
presentar niumeros. Tudo o que estamos a descrever se aplica a uma outra

qualquer base, trocando apenas o nimero |0 pelo nimero correspondente.

2 Ver http:/lwww.cut-the-knot.org/blue/Euler.shtml, assim como http://www.cut-
-the-knot.org/blue/Modulo.shtml e http://www.cut-the-knot.org/blue/Fermat.shtml.
Em alternativa, consultar http://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/ugrad-
numthy/modarith.pdf e http://www.math.uconn.edu/~kconrad/ blurbs/ugradnu-
mthyleulerthm.pdf

[l periodo=p-1

[ periodo=(p—1)/2

[ periodo=(p—1)/3
periodo=(p—1)/4

[ periodo=(p—-1)/5

[ (p—1)/periodo>5

Figura 1: Percentagens de primos tais que a dizima de

% tem um dado periodo.
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