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1. INTRODUCAO

Neste artigo consideramos uma classe de poligonos e de po-
liedros convexos, com propriedades de simetria particulares:
0s zonogonos e os zonoedros. Sdo figuras centralmente simé-
tricas e as suas faces sdo também centralmente simétricas.
Os resultados que veremos a seguir sobre zonogonos e zonoe-
dros, apesar do seu cardcter elementar permitem ilustrar di-
versos resultados, algumas surpresas e até questdes em aberto
na drea da geometria combinatdria/topologia.

Zonogonos e zonoedros sdo os exemplos em dimenséo 2 e
3 de poliedros convexos n-dimensionais conhecidos por zo-
notopos. As propriedades de incidéncia das faces dos zono-
topos estdo intimamente relacionadas com certas abstragdes
combinatdrias e topoldgicas de espagos vectoriais reais — 0s
matroides orientados. A “existéncia” destes objetos combina-
torios foi prevista por J. T. Rockafellar, num artigo de 1969,
como a estrutura que permitiria unificar determinados re-
sultados de Teoria de Grafos e de Convexidade.

Cerca de 10 anos mais tarde, em 1978, apareciam, no Jour-
nal of Combinatorial Theory (série B), os dois artigos funda-
dores do que hoje é a Teoria de Matroides Orientados: um
de Robert Bland e Michel Las Vergnas [3] com axiomaticas
motivadas diretamente por trabalhos na Teoria de Grafos e
de Convexidade, e o outro de Jon Folkman e Jim Lawrence
[6] em que os mesmos objetos sdo apresentados como objetos
topoldgicos: certo tipo de esferas combinatérias. O livro [2]

é uma introdugdo muito completa aos primeiros 20 anos da
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teoria, que tem sido explorada recentemente em novas dire-
¢Oes e aplicagdes.

Neste artigo, os matroides orientados sdo motivados com a
necessidade de estender o conceito de zonoedro de modo a po-
der considerar todas as decomposi¢des de zonogonos em pa-
ralelogramos como objetos andlogos: algumas destas decom-
posicdes, mas ndo todas, sdo projecdes de zonoedros. Todas
sdo proje¢des de matroides orientados ou pseudo-zonoedros.

Este ponto de vista é mais recente, apareceu na década de

90 do século passado e tem fortes contributos em [9], [4], [10].

2. ZONOGONOS E ZONOEDROS
Um zonogono é um poligono convexo com centro de sime-
tria. A simetria central obriga a que cada aresta tenha uma
aresta oposta, paralela e com 0o mesmo comprimento. Em
particular, um zonogono tem um ndimero par de lados. Cha-
mamos #-ZONnogono a um zonogono com 2n-arestas.

Dos poligonos representados na figura seguinte, apenas
o segundo e o quarto sdo zonogonos. O primeiro ndo tem

simetria central e o terceiro ndo é convexo.

Figura 1: Quais sdo zonogonos!

A fronteira de um n-zonogono Z é a linha poligonal fecha-
da, 6Z =(aq,.

arestas, que vamos encontrando ao percorrer a fronteira 6Z

., ln, Y, ..., ay), descrita pela sequéncia de 2n
comegando num vértice e seguindo no sentido dos ponteiros
do rel6gio (ou no sentido contrdrio!), ver a figura 2. Repare
que os pares {a;,a,} correspondem a pares de arestas opos-
tas: cada uma das arestas do par é a imagem da outra pela

simetria central do zonogono.

/
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Removendo um par de arestas opostas que, sem perda
de generalidade, podemos supor ser o par a,,a), a frontei-
ra do zonogono fica decomposta em duas linhas poligonais
disjuntas, cada uma a unido de (n — 1) arestas do zonogono,
A={m,..., a1} e A ={a},...,a, |} A e A sdoaima-
gem uma da outra pela simetria central do zonogono.

Se projetarmos o zonogono Z numa reta r ortogonal a
direcdo definida pelas arestas ay, a}, obtém-se um segmen-
to de reta [P, P'] cujos extremos P e P’ sdo as proje¢des na
reta r das arestas a, e a),, respetivamente. As linhas poligo-
nais A e A’ projetam-se, cada uma, numa decomposic¢do
do segmento de reta [P,P'] em (n — 1) segmentos de reta.
O zonogono inicial pode ser reobtido “levantando” conve-
nientemente qualquer uma destas decomposi¢des do seg-

mento de reta [P, P'].

Figura 2: Zonogonos e decomposi¢cdes

de segmentos de reta.

Nio ¢ dificil mostrar (descreva um processo geral para o
fazer!) que qualquer que seja a decomposicio de um segmento de
reta em (n — 1) segmentos, ela pode ser “ortogonalmente levantada”
a um n-zonogono com um par de lados opostos ortogonais ao seg-
mento de reta dado.

Veremos agora como estas observagdes sobre zonogonos
se generalizam a uma classe particular de poliedros conve-
x0s: 05 zonoedros.

Um zonoedro é um poliedro convexo, centralmente simé-
trico, cujas faces sdo poligonos centralmente simétricos, isto
é, cujas faces sdo zonogonos.

Na figura 3 estdo representados alguns zonoedros.

N

Devido as simetrias centrais, quer do poliedro quer das
suas faces, as dire¢des de arestas de um zonoedro definem
zonas. A zona definida por uma aresta a é a unido de todas as
faces do zonoedro que tém arestas com a direcdo de a. Esta
unido de faces constitui uma “passadeira fechada de faces”
que divide a superficie do poliedro em dois conjuntos de fa-
ces disjuntos: F e ' sendo um deles a imagem do outro pela
simetria central do zonoedro.

Chamamos n-zonoedro a um zonoedro com n-zonas, que
tem arestas em exatamente n-direc¢oes.

A projecao de um n-zonoedro Z num plano ortogonal a
uma aresta a é um (n—1)-zonogono (ver figura 4). A fronteira
desse zonogono € a projecdo da zona da aresta a. Qualquer
dos conjuntos opostos de faces F e F' se projeta numa de-

composicdo desse zonogono em zonogonos.

Figura 3: Exemplos de zonoedros com uma zona assinalada.

Figura 4: Projetar um zonoedro ortogonalmente a uma zona.
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A semelhanca do que se passa com as decomposicdes de
um intervalo em 7 intervalos, é natural pretender descrever
um processo geral que permita “levantar a um (1+1)-zonoe-
dro” qualquer decomposi¢do de um n-zonogono em zono-
gonos. Nao vou pedir-lhe que o faga. Ndo é sempre possivel
fazé-lo! Hd decomposicdes de um zonogono com zonogonos que
ndo podem ser levantadas a um zonoedro. Na figura 5 estd repre-
sentada uma decomposi¢do que ndo pode ser levantada a um
zonoedro.

Havendo, pois, mais decomposi¢des de um zonogono em
zonogonos do que aquelas que se obtém como proje¢des de
zonoedros, que novos objetos sdo estes que parecem tdo pro-
ximo de proje¢Ses de zonoedros? Sdo projecdes de “pseudo-

-zonoedros” ou matroides orientados de dimensao 3.

Figura 5: Decomposicdo que ndo pode ser

"levantada” a um zonoedro.

Estes “pseudo-zonoedros” sdo objetos combinatdrios que
podem ser descritos de vdrias maneiras. Uma delas baseia-se
no facto de que os vértices de um n-zonoedro com centro de
simetria C se escrevem na forma:

n
V=C+ Z€l‘0i, e e {-1,1}
i=1
onde os vetores v; definem as dire¢des das arestas. Este facto
permite identificar os vértice do zonoedro com um subcon-
junto W de n-sequéncias de £1's.

Como saber, dado um conjunto W C {—1,1}" de n-se-
quéncias de +1’s, se ele corresponde, ou ndo, aos vértices de
um zonoedro? As mais fortes condi¢ées conhecidas [10] defi-
nem matroides orientados — que podem ver-se como pseudo-

-zonoedros.

Saber se um pseudo-zonoedro é ou ndo um zonoedro
ou se uma decomposigdo de um zonogono em zoNoOgonos
pode ser levantada a um zonoedro sdo problemas equiva-
lentes, classificados de NP-dificeis, isto é, para os quais, em-
bora haja algoritmos de decisdo, mesmo o mais poderoso
dos computadores poderd ndo conseguir dar a resposta em
tempo util.

Concluimos esta sec¢do com a descri¢do de uma fami-
lia importante de decomposi¢des de um n-zonogono: as
decomposigoes ciclicas, Cy,, que correspondem a projecdes
de um zonoedro, o “zonoedro ciclico com n+1 zonas”. Sao
descritas por indugdo em n: comec¢ando num paralegramo
(2 zonas) e acrescentando de cada vez uma nova zona, como

indicado na figura 6.

LS

n=2 n=3

n=4 n=5
Figura 6: Decomposi¢des ciclicas de n-zonogonos.

Deixamos como exercicio ao leitor determinar os ndmeros
de vértices, arestas e paralelogramos de (um)a decomposigdo
ciclica C;; de um n-zonogono. Este resultado é fundamental
para estimar o ntimero de jogadas do jogo LOZ, que apresen-

tamos de seguida.

3. DECOMPOSICOES DE ZONOGONOS EM PARALE-
LOGRAMOS

A relagdo entre matroides e decomposic¢oes foi muito explo-
rada na década de 1990, [9], [4] e [10]. Alguns desses resulta-
dos podem ser implementados na forma de um jogo/puzzle
que descrevemos nesta secgao.

Em 2007, um grupo de alunos de Engenharia Informadtica
da Faculdade de Ciéncias de Lisboa implementou um proté-
tipo desse jogo, ainda disponivel em http://labmag.di.fc.ul pt/
virtual/LOZ/. Para detalhes sobre a implementagéo propria-

mente dita deve consultar [5].
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O jogo consiste no seguinte:

No ecrd aparecem duas decomposicdes diferentes de
um mesmo zonogono com paralelogramos (LOZangos),
como na figura 7.

O objetivo do jogo é transformar a decomposicdo ini-
cial (da esquerda) na decomposicdo final (da direita) atra-
vés de uma sequéncia apropriada de jogadas. Cada jogada
consiste em clicar num vértice interior de grau 3 na de-
composigdo da esquerda, o que muda a posicdo relativa
dos trés paralelogramos que contém o vértice de grau 3 da

forma representada na figura 8.

Do ponto de vista matemadtico, o jogo estd completamente
estudado. Sabemos responder, e a resposta é afirmativa, as
perguntas seguintes:

1. Podem ser escolhidas quaisquer duas decomposi¢oes

para decomposicdes inicial e final ou hd que ter algum

cuidado?

2. Existem estratégias para jogar? E sdo eficazes?

As respostas a ambas as questdes baseiam-se no seguinte
resultado:
Teorema Dados um 7-zonogono Z e uma sua decomposi-
¢do em paralelogramos, Z, fixemos um vértice O da frontei-
ra de Z e seja O’ o vértice oposto. Identifiquemos de forma
habitual a fronteira de Z: 6Z = (ay,...,ay,4y,...a,) e seja
L= (11,'1, ..
néo repete arestas nem vértices) da decomposi¢cdo unindo

também O a O'. Entao:

.,a;,) uma qualquer linha poligonal simples (que

1.E sempre possivel levaralinhapoligonal Ly = (a1,...,a,)
a coincidir com a linha L = (a;, ..., a;,), passando um lo-

zango da decomposi¢do Z de cada vez, ver figura 9.

2. Seja qual for a decomposicdo Z, existe uma estratégia
para transformar a decomposicao ciclica C, em Z usando

o n .
no max1mo< 3 ) jogadas.

A demonstragdo de 1) é deixada ao cuidado do leitor mais
interessado. Ela foi feita pela primeira vez, noutros termos,
por G. Ringel [7] em 1958. A demonstracdo dada em [9], por
indu¢do em n, é construtiva, fornecendo, em simultaneo,
uma estratégia para o jogo e uma estimativa para o nimero

maéaximo de jogadas necessdrio.

N

Figura 7: Uma posicao inicial de LOZ.

'} ); ‘7
f clicar num

de grau 3

uma jogada P

vértice interior \/

v
\ Vi /

\ &

»>

Figura 8: Uma jogada de L'OZ.

S a8 o Uma linha “passa um
5 \a2 paralelogramo P" quando
- 1 ab contém duas arestas de P e
4 essas arestas sdo substituidas
=1 pelas arestas opostas de P
5% 3 8 .
3 3 Pode fazer-se coincidir a linha

azul com a encarnada pas-
a\| 8 g a3 sando os 9 paralelogramos

numerados, um de cada vez,
pela ordem indicada.

Figura 9

Repare que para n =2, 0 2-zonogono é um paralelogramo e
a decomposigdo ciclica C; é a inica pavimentagao.

Para n = 3 (ver figura 8) hd exatamente duas decomposi-
¢Oes em paralelogramos possiveis e uma obtém-se da outra
com um clique no tnico vértice interior.

Exemplificamos agora o passo de indugdo, mostrando
como se joga com 1 = 4, sabendo jogar com n = 3.

Considere-se a decomposigdo ciclica C; e uma outra de-
composi¢do em paralelogramos, Z, de um 4-zonogono. Ver
figura 10.

Removendo a zona 4 de ambas as decomposigdes. Obtém-
-se (fig. 10 ao centro) de um lado C3 e do outro a restri¢do Z3,

de Z ao mesmo hexdgono regular. Pelo caso anterior, n = 3,
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Figura 10

sabemos tranformar (no méximo, com uma jogada) Cz em Z3.
Seja C} o arranjo obtido de C4 em que Cj é substuido por Z3.

Para levar Cfl a coincidir com Z, basta levar a zona 4 de C[l
a coincidir com a zona 4 de Z. Em Z3 ambas as zonas sio
representadas por duas linhas quebradas simples unindo o
mesmo par de vértices opostos de Z3 (figura 10 ao centro), e a
parte 1 do teorema anterior garante que podemos levar uma
a coincidir com a outra passando um paralelogramo de cada
vez, isto é, no maximo em trés jogadas (no caso da figura 10
em duas jogadas).

Gastaremos assim, no caso geral, para n =4, no total, um

méaximo1+3 = ( g ) jogadas para transformar C, numa

qualquer decomposicdo £ do mesmo zonogono.
Repare que, se sabemos que < g ) jogadas sdo suficientes

para transformar a composigdo cicica C; numa qualquer de-

composicdo Z do mesmo n-zonogono, entdo gastaremos no

méaximo 2 x ( g ) jogadas para transformar qualquer de-

composi¢do Z numa outra Z’ (passando primeiro de Z para
C, e depois de C, para 2'). O ntimero méximo de jogadas
necessdrio para concluir qualquer jogo €, pois, polinomial em
n (da ordem de 1%). Isto significa que o algoritmo para jogar o

jogo tirado da demonstracéo é eficiente.

4. OBSERVACOES FINAIS
Vimos como os matroides orientados permitem descrever de
forma semelhante objetos andlogos — as decomposicdes de zo-
nogonos em zonoedros.

Vimos depois como relacionar através de uma operagado
simples — clicar num vértice de grau 3 — duas quaisquer de-

composi¢des de zonogonos.

A extensdo destes resultados a dimensdes mais altas nado
estd ainda totalmente percebida.

Para concluir, chamamos a atengéo para o facto de que,
como consequéncia do teorema da sec¢do anterior, uma de-
composicdo de um n-zonogono em paralelogramos pode
identificar-se (como sugere a figura 9) com uma sequéncia de
permutagdes que leva de e=123...na e =n(n—1)...21,
passando um paralelogramo de cada vez, o que corresponde a
dizer invertendo a posi¢do dos niimeros em dois lugares con-
secutivos de cada vez.

Deste ponto de vista, os matroides orientados aparecem no
contexto de estudo das propriedades topoldgicas e combina-
térias do grupo simétrico, e mais geralmente dos Grupos de
Coxeter. Para uma introducdo recente da investigacdo nesta

area consulte [1].

REFERENCIAS
[1] A. Bjorner, FBrenti, "Combinatorics of Coxeter Groups",
Graduate Texts in Matehematics 231, Springer 2005.

[2] A. Bjorner, M. Las Vergnas, B. Sturmfels, N. White, G. Zie-
gler, "Oriented Matroids", Encyclopedia of Mathematics and its
Applications 46, 2nd edition, Cambridge University Press 1999.

[3] R.Bland and M. Las Vergnas, "Orientability of Matroids", J.
Combinatorial Theory, Ser. B, 24 (1978), 94-123.

[4] J. Bohne, "Eine Kombinatorische Analyse zonotopaler
Raumaufteilungen’, PhD thesis, Univ. Bielefeld, 1992.

[5] A. P. Claudio, I. Perez da Silva, N. Pinto, N. Prelhaz, J. So-
ares, "Implementing L'OZ, Proceedings of Recreational Ma-
thematics" 09, Evora 20009.

COMBINATORIA, ZONOGONOS E ZONOEDROS * lida Perez da Silva 21



[6] J. Folkman, J. Lawrence, "Oriented Matroids", |. Combinato-
rial theory, Ser.B, 25, 199-236.

[7] G. Ringel, "Teilungen der Ebene durch Geraden oder To-
pologische Geraden", Math.Z. 64 (1956), 79-102.

[8] R. T. Rockafellar, "The elementary vectors of a subspace of
R”, Proceedings of the Conference Combinatorial Mathema-
tics and its Applications’, Chapel Hill, North Carolina, 1969.

[9] 1. P. F. da Silva, "On Fillings of 2n-gons with Rhombi", Dis-
crete Math. 111(1993), 137-144.

[10] I. P. F. da Silva, "Axioms for Maximal Vectors of an Orien-
ted Matroid, a Combinatorial Characterization of the Re-
gions of a Pseudo-hyperplane Arrangement', Europ. J. Combi-
natorics 16 (1995), 125-145.

SOBRE A AUTORA

llda Perez da Silva, doutorada pela Universidade de Paris VI, é profes-
sora de Matemdtica na Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa e
membro do Centro de Estruturas Lineares Combinatérias. O seu trabalho
cientifico situa-se na drea da Combinatéria. Interessa-se também por His-
toéria da Matemdtica, em particular pelo periodo dos anos 40 do século XX
em Portugal.

LOJA
spm
£E]

Consulte o catalogo e faca a sua
encomenda online em www.spm.pt



