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MIGALHAS DE XADREZ
E MATEMATICA

A matemdtica e o jogo do xadrez tém afinidades profundas: pensamento
estratégico, avaliagdo posicional, arte combinatdria, problemas tantalizan-
tes, dificuldades inesperadas...

30 sdo raros os matematicos que se dedicaram com su-
Ncesso ao xadrez. O exemplo mais notével é o de Ema-
nuel Lasker (1868-1941) que conseguiu conjugar 27 anos de
campedo mundial de xadrez com um desempenho notdvel
como matemadtico; os manuais de dlgebra comutativa referem
os anéis de Lasker e um importante teorema com o seu nome,
sobre anéis de polinémios, que foi 16 anos mais tarde suplan-
tado por Emmy Noéther, a famosa filha do orientador de tese
de Lasker.

No xadrez existe a possibilidade de empate, alids, o empate
é mesmo o resultado da maioria absoluta das partidas joga-
das entre grandes mestres. Com base apenas nas regras bdsi-
cas de movimentagdo das pedras, o xadrez é um jogo infinito,
explicando melhor: hd apenas um ndmero finito de posi¢des
possiveis, mas existem sequéncias infinitas de jogadas de que,
obviamente, nenhum dos jogadores sai vitorioso. Sendo dese-
javel que o jogo se torne finito, desde hd muito tempo se vém
aperfeicoando leis que determinem objetivamente o empate.
Um caso curioso ocorreu em 1929. Até essa altura, em alguns

paises do centro europeu vigorou a seguinte regra:

(*) Uma partida estd empatada se uma determinada

sequéncia de jogadas ocorre pela terceira vez consecutiva.

Aparentemente, muitos xadrezistas desse tempo acredita-

vam que isto assegurava a finitude do jogo. Mas Max Euwe

(1901-1981), também ele matemadtico e campedo mundial (em
1935-37), provou que ndo era assim, construindo partidas in-
finitas que ndo violam essa regra. Vejamos uma receita para
a construgdo duma partida desse tipo. Olhamos apenas para
os dois reis, branco e negro, sozinhos no tabuleiro, como nas
figuras mais abaixo. O rei negro decalca as suas jogadas da

seguinte sequéncia de zeros-e-uns:
01101001100101101001011001101001100101100110100101...

dita da paridade bindria, cujo n-ésimo termo, para n > 0, é por
defini¢do a soma bindria dos bits da representagdo bindria de .
Eis como se move o rei negro: na sua n-ésima vez de jogar, se o
termo n dasequéncia é 0, ele desloca-se uma casa para a esquer-
da daquela em que se encontra, se é 1 ele desloca-se uma casa
paraadireita. A peca negra parece dancar num ritmo indecifra-
vel: toca apenas em trés casas e de modo aperiédico... Porqué?
O rei branco pode dangar qualquer danga, como o passo doble,
ou deambular preguicosamente pelo tabuleiro, a toa, mas sem
interferir no movimento preciso do outro. O facto interessante
é que este puas de deux real ndo viola a regra (¥). De facto, a se-
quéncia da paridade bindria ndo possui sec¢do nenhuma que
ocorra trés vezes consecutivas!

Em 1929, ano de publicacdo do artigo de Euwe, a Federagdo
Internacional de Xadrez prop0s a primeira versdo oficial das

regras do jogo, onde o empate vigora sempre que certa posi-
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¢do do jogo ocorre pela terceira vez. A partir dai, o jogo pas-
sou a ser burocraticamente finito! Acrescente-se que existem
outras regras tendentes a abreviar a ocorréncia dum empate,
como a impossibilidade material duma vitéria, providéncias
cautelares contra longas sequéncias "inécuas", acordo entre
os contendores, etc..

Em abono da verdade, diga-se que Euwe reinventou a su-
cessdo acima referida. Os nomes a ela associados sdo: Eugéne
Prouhet, que a encontrou, em 1851, na teoria dos nimeros;
Axel Thue, em 1906, numa questdo combinatéria; Marston
Morse, em 1921, em geometria diferencial; e Max Euwe, a
propésito das regras do xadrez, como vimos. Trata-se dum
daqueles objetos matemdticos multifacetados, com muitas
defini¢oes alternativas retiradas de dreas bem distintas que
vale a pena revisitar. Por exemplo, tem uma estrutura fractal,
por ser igual a uma subsucessdo sua, a dos termos de ordem
par, sendo por isso igual a uma infinidade de subsucessGes
suas... Porqué? Por outro lado, ela é uma concatenagdo de
copias das secgdes A=0110 e B=1001 e, se nela substituirmos
cada 0 por uma secgdo A e cada 1 por B, reobtemo-la de vol-
ta... Porqué?

Os problemas seguintes sdo vagas reminiscéncias do xa-
drez. No tabuleiro vao estar apenas os dois reis, o que no xa-
drez real ndo interessa. Como um rei ndo pode encostar-se a
outro rei,' o resultado xadrezistico é um empate, a ndo ser que
se mudem as regras, 0 que vai ser o caso.

Introduzamos a seguinte restri¢do aos movimentos permi-

tidos ao rei no xadrez tradicional:

Lei da Reincidéncia. Em cada partida perde o rei que ocupe uma casa

jd por si ocupada em alguma jogada anterior.

Nestas condic¢des, cada partida termina ao cabo de nédo
mais de 64 movimentos de cada rei, com a vitéria dum de-
les. Em jogos deste tipo — finitos, sem empates, de informacao
completa e sem intervencdo de fatores aleatdrios — sabe-se,
desde a posicdo inicial, que um dos jogadores tem uma es-
tratégia para vencer. Os problemas matematicos sdo determi-
nar qual deles detém essa estratégia e como deve jogar para
vencer.

No diagrama da figura ao lado, a linha quebrada separa
duas partidas distintas de rei contra rei sob a lei de reinci-
déncia. A chave para resolver alguns destes problemas é bem

conhecida no xadrez: diz-se que os reis estdo em oposi¢gio se

ocupam casas da mesma cor e na mesma fila (linha ou colu-
na); o rei que tem de jogar estd, em geral, em maus lengdis;
diz-se entdo que o outro detém a oposigdo.

Na partida do lado esquerdo, cabe as negras jogar, pelo que
o rei branco detém a oposicdo. O negro sé pode jogar para b§,
o que possibilita ao branco deter de novo a oposic¢ao, jogando
b6; depois o negro é forgado a ir a ¢8, o branco joga c6 e as-
sim sucessivamente até ao afogamento do rei negro. Coloca-se
agora a questdo, que fica a seu cargo: se for o rei branco a jogar,
quem tem a estratégia vencedora?

Na partida da parte direita, os reis ndo estdo em oposicao,
mas o primeiro a jogar pode deté-la logo na abertura. Abrin-
do as negras, o rei passa a deter a oposi¢do jogando para f3
e ganhard cumprindo sem falhas duas cldusulas estratégicas:
deter sistematicamente a oposicdo e nunca jogar para sul.
O rei branco acaba por ter de recuar até 4 linha 8 e por 14 dar
0s seus ultimos passos. Para o negro, manter a oposigdo recu-
ando para sul —e.g., indo para f1 na jogada de abertura — pode
ser-lhe fatal... Porqué?

PropdGe-se de seguida uma nova regra de desempate das

batalhas reais:

Lei da Terra Queimada. Em cada partida nenhum rei pode ocupar

uma casa que ele ou o seu adversdrio tenham ocupado anteriormente.

Na partida do lado esquerdo do diagrama abaixo, a lei da
reincidéncia dé a vitéria a quem detém a oposi¢do mas, com a
lei da terra queimada vence o rei branco, independentemen-
te de quem joga primeiro; para ganhar, ele pode limitar-se a
queimar toda a linha 6 e recuar calmamente para sul, deixan-
do o rei negro a rabiar no reduzido espago a norte da linha de
fogo. Fica a seu cargo, leitor, a discussdo da posigdo acima, a

direita.
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Deixo para o fim o trabalho mais dificil: tratar posi¢des
iniciais em que a oposigdo ndo é imediatamente acessivel.
O diagrama a direita mostra o caso simples de oposicdo dita
"diagonal". A andlise é trivial quando a acdo decorre no ta-
buleiro 3 x 3 marcado na figura: as brancas, aqui com a obri-
gagdo de jogar primeiro, perdem (com qualquer das leis de
desempate propostas) se o rei negro se limitar a percorrer os
bordos do tabuleiro em movimento "giratério"... Por jogarem
primeiro, as brancas também se afogam primeiro. Serd que
esta desvantagem também se faz sentir no tabuleiro 8x8?
Do acima dito apenas se extrai a conclusdo de que as jogadas
de abertura b6 ou d4 serdo fatais para as brancas... Porqué?

O caso canénico de quando os reis ocupam cantos opostos
do tabuleiro fica também em aberto para qualquer das regras
de desempate. Num tabuleiro 4 X 4, por exaustao e for¢a mui-
to bruta, concluf que a lei da terra queimada faz perder quem
comega se 0 outro agir como deve. Mas a lei da reincidéncia,

que dé mais liberdade aos dois reis, ficou de fora. Haja um

leitor que ajude!
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Este programa é promovido pela Sociedade Portuguesa de Matematica.

NOTA BIBLIOGRAFICA

O leitor pode ver mais sobre a sucessdo de Prouhet-Thue-Mor-
se-Euwe na fabulosa "The On-Line Encyclopedia of Integer Se-
quences", hittp://oeis.org/ A010060 (visto em 25 de abril de 2013).

Para quem n3o conhece: o rei € obrigado, em cada jogada, a mover-se para
uma das casas adjacentes aquela em que se encontra, mas é-lhe interdito
colocar-se numa casa adjacente a que o rei adversdrio ocupa.
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