O LOGARITMO DOS ESTIMULOS

“A sensagao é proporcional ao logaritmo dos estimulos.” J4 ouviu isto antes?
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Se ouviu, entdo jd conhece a lei de Weber-Fechner. Se nunca ouviu, mesmo as-

sim ndo pode ter escapado as suas aplicagdes. Como, por exemplo, o facto de

que € necessdrio elevar ao quadrado a intensidade sonora, para que a altura

do som seja percebida como tendo dobrado. No entanto, porque é que é as-

sim? Em principio, hd muitas outras possibilidades para relacionar sensagéo e

estimulo. Uma recente investigacdo em matematica e psicologia mostra como

a lei do logaritmo tem uma fungdo central na sobrevivéncia dos nossos ante-

passados num mundo onde erros de percecdo podem ser fatais.

NO séc. XIX, o médico alemdo Ernst Weber fez um in-
teressante experimento. Deu dois pesos, de diferen-
tes valores, a varias pessoas, e perguntou qual era o maior.
As vezes a resposta era 6bvia, pois todos percebemos a dife-
renga entre um e de dois quilogramas. Por vezes, a diferenga
era tdo subtil, de uns poucos gramas por quilo, que ninguém
via claramente qual era o de maior valor. De facto, o que We-
ber constatou era que a diferenga que tornava a maioria das
pessoas capaz de detetar corretamente o maior peso era pro-
porcional as quantidades envovidas. Assim, se é necessdrio
uma diferenca de 10 gramas para perceber as varia¢des quan-
do se trata de pesos de cerca de 100 gramas, entdo, quando
estivermos a tratar de pesos de 1 kg, a diferenca necessdria
serd da ordem de 100 g.

Foi um seu compatriota, o psicélogo Gustav Fechner, que
refraseou as observagdes de Weber na forma como é atual-
mente conhecida: a sensagdo é proporcional ao logaritmo do
estimulo. A ideia é relativamente simples: dado um estimulo
(que no exemplo acima é o peso) E, seja S a sensagdo que este
causa (ou seja, a perce¢do psicoldgica causada pelo estimulo).

Desta forma S = S(E), ou seja, a sensagdo é fungao do estimu-

lo. Agora considere uma pequena variagdo do estimulo dE.
A obervagdo de Weber é de que esta varia¢do, quando dividi-
da pelo préprio valor do estimulo, tem um efeito constante na

variagdo da sensagdo d S, ou seja:

dE
ds = k? ,
onde k é uma constante experimental. A equac¢do acima é um
exemplo de equagao diferencial, que ao ser resolvida implica
em
S(E) =klogE+C.
C é uma constante de integracdo. Fixando um valor minimo
para o estimulo capaz de causar alguma sensagdo, encontra-
mos:
S(E) = klogEEO ,

onde Ep é o minimo estimulo percetivel, ou seja, tal que
S(Eg) = 0. A equagdo acima é conhecida como Lei de Weber-
-Fechner. Veja a figura 1 na pagina seguinte.

Apesar de a motivacio ter sido o trabalho de Weber sobre
a percecdo da diferenca de pesos, a lei acima é vdlida para

uma enorme variedade de situagdes. Por exemplo, ao fazer o
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Figura 1: O médico Ernst Weber (esquerda) e o psicélogo Gustave Fechner (direita),
alemaes, descobridores da relagdo entre estimulo e sensagdo que leva o nome de
ambos. Fonte: Wikimedia Commons.

mapa do céu, os gregos antigos classificaram as estrelas pelo
seu brilho, no que é conhecido como “magnitude estelar”. A
magnitude de uma estrela é grosso modo proporcional ao lo-
garitmo do seu brilho. Também o som é comumente medi-
do em “decibéis”, que é o logaritmo da intensidade da onda
sonora (de facto, o “decibel” é uma unidade genérica que se
aplica a todos os casos estudados).

Mas porqué esta relacdo? Serd possivel que, de alguma
forma, isto otimize alguma caracteristica essencial na nossa
relacdo com o mundo exterior?

Pense que um amigo chegou a sua casa e, fascinado com o
seu novo televisor, perguntou-lhe o prego. Apesar de o valor
exato ser 1495,50 euros, € natural que a resposta seja “cerca de
1500 euros”. Nés memorizamos (e, de facto, percebemos) os
niimeros numa escala muito mais grosseira do que a real, o
que faz com que as sensagdes tenham sempre, de forma ine-
rente, um erro. Evidentemente, o que nos interessa é o erro
relativo, pois € muito mais grave para a nossa sobrevivéncia
acharmos que estamos a ser perseguidos por 2, e ndo por 4,
ledes, do que errarmos de 98 para 100 predadores. Em ambos
0s casos o erro absoluto é o mesmo: dois.

Como discutido acima, apesar de os estimulos poderem ser
continuos, a sensagdo é medida em unidades discretas, onde
a distancia de um possivel valor para o préximo é exatamente
a menor diferenga percetivel. A questdo é: qual serd o conjun-
to discreto de sensagGes percetiveis que minimiza o erro das
percecdes?

A resposta hd de depender, claramente, de como os esti-
mulos sdo produzidos. Se estes forem produzidos maiorita-

riamente num intervalo muito limitado, entdo o conjunto

N

acima deve ser muito fino nas sensac¢des resultantes destes
estimulos e esparso fora deste. Entdo vamos supor que os
estimulos sdo gerados com uma densidade de probabilida-
de G(E), que a nossa perce¢do se dd num conjunto finito de
valores 51,5,,...,8N, definido dividindo em intevalos de
igual tamanho o espago das sensacdes admissiveis (aque-
las que conseguimos perceber de forma razoavelmente
fidedigna). Como a relagéo entre estimulo e sensagdo é um-
-para-um, entdo existe um conjunto discreto de estimulos
Ey = F1(S81),...,Ex = F1(Sy), onde a fungido F é a que
relaciona o estimulo e a sensagdo (logaritmo, de acordo com
a lei de Weber-Fechner). O erro médio na medicdo dos esti-
mulos é medido somando, de forma ponderada por G(E),
0 erro por supor que o valor da sensagdo é dado por um dos
elementos do conjunto discreto Ej:
erro(E,G,r) =E {lEgirEq ,
onde £ é o valor discreto representativo do estimulo E e E é o
valor esperado do erro relativo.
Manipulando um pouco os conceitos, e na hipétese de que
N é muito grande (ou seja, de que hd muitos valores mensu-
rdveis para as sensagdes), o artigo [1], provou que a relagdo
entre E e S (dada por F) que minimiza o erro também satisfaz

a equacao diferencial

dF —r/(r+1 1/(r+1
g = KET/UHG(E)V ey

O problema agora é o de estimar a distribui¢do de estimu-
los. No entanto, para uma grande gama de distribuigdo de es-
tatisticas (incluindo, por exemplo, a transmissdo de informa-
¢Oes através das linguagens naturais), os estimulos seguem a
chamada lei de Zipf. Esta é uma lei empirica, valida em todas
as linguagens conhecidas (mesmo em algumas linguagens
artificiais) que diz que a frequéncia da i-ésima palavra mais
frequente na lingua é proporcional a 1/i. Ndo existe propria-
mente uma explica¢do para a prevaléncia desta lei, mas ha
um consenso sobre a sua prevaléncia, mesmo em situagdes
muito mais gerais que a transmissdo de informagdes a par-
tir da linguagem natural. Com esta hipétese, ou seja, com

G(E) = E7}, encontramos

ds dF

— = — —kE!,

dE dE
que é a mesma equacgao diferencial encontrada anteriormen-
te. Desta forma, mostramos a ligacdo entre a lei de Zipf e a lei

de Weber-Fechner, algo que ndo se supunha até entdo.
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Figura 2: Relagdo logaritmica entre o estimulo (eixo x) e a sensagio (eixo y). Note que
as sensagdes sio percePidas apenas num conjunto discreto Sy,...,Sy , que correspon-
de a estimulos Eq,...,Ey .Todos os estimulos na regido sombreada correspondem a
mesma sensagio §2 O grifico a vermelho indica a relagdo entre estimulo e sensagéo,
que, pela lei de Weber-Fechner, é logaritmica. N6s medimos o valor no eixo x e inver-
tendo a fungdo deste grafico, tentamos inferir o estimulo correspondente.

Para distribui¢des G(S) = S* (uma lei de poténcia, tam-
bém muito comum em distribuicdes estatisticas reais), en-
contramos uma relagdo que generaliza a lei de Weber-Fe-
chner das escalas logaritmicas para as escalas de poténcia.
A sua expressdo exata fica como exercicio. E interessan-
te notar que as leis de magnitude estelar modernas, que
generalizam as medi¢des dos brilhos das estrelas para valo-
res inimagindveis pelos gregos antigos, também seguem leis
de poténcia (limitando-se ao caso logaritmo para as estrelas
visiveis a olho nu); a escala de Richter, que mede os terra-
motos, estabelece uma relagdo entre o logaritmo da energia
libertada no sismo e os seus efeitos, grosseiramente propor-
cionais ao valor na escala. Jd a escala de Beauford, que tem
fungdes parecidas para os ventos, relaciona os efeitos com

uma certa poténcia da velocidade do vento.
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