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Se o leitor facilmente se irrita com indica¢des minimalistas de datas na forma
dd-mm-yy que, quase invariavelmente, nos obrigam a ir a procura do correspon-
dente dia da semana, oferecemos hoje um remédio. Uma férmula que permite
o célculo desse dia. A férmula permite também responder facilmente a outras
questdes ligadas a datas como, por exemplo, a do titulo.

Os nossos calenddrios — existe pelo menos, uma diizia nas
vdrias culturas — tentam algo impossivel: racionalizar o
irracional, como observa Ian Stewart em [S]. O ano trépico médio
tem a duracdo de 365.242199... dias, sendo um dia a duracdo
entre duas passagens do Sol pelo zénite. Na sequéncia deste
inconveniente, ja em 46 A.C., Julio César, aconselhado pelo as-
trénomo alexandrino Sosigenes, introduziu os anos bissextos
para repor a sincronicidade do calendério com as estagdes do
ano. A regra entdo introduzida ndo se mostrou suficientemente
exata de modo que em 1582 o Papa Gregério XIII introduziu
mais uma reforma que manda que "anos que sdo multiplos de
4 sdo bissextos, exceto quando sdo divisiveis por 100; tais anos
sdo bissextos s6 se forem divisiveis por 400." No calenddrio
gregoriano um ano bissexto tem o dia adicional no dia 29 de
fevereiro.

Como dito, o nosso propésito é o de fundamentar uma fér-
mula para calcular o dia da semana a partir duma indicagdo
dd-mm-yy. Esta férmula, no essencial deixada em [NZ] como
problema ao leitor, é naturalmente um pouco complexa. A ma-
temdtica é elementar, mas convém ter um minimo de notacao.

Designamos por p7(x) ou p(x) o resto de x € Z na divi-
sdo por 7. Indicamos este resto naturalmente em {0, 1, ..., 6}.
Por exemplo, p(—2) = p(12) = 5, sendo isto 0 mesmo que
escrever —2 =7 12 =7 5, que quer dizer ‘reduzir -2 e 12 mé6-

dulo 7. Da teoria dos ntimeros recordamos que p(x +y) =

p(x) 4+ p(v), desde que se reduza o lado direito médulo 7.
O “sucessor médulo 7" de, por exemplo, 4 é 5, mas o de 6 é 0.
A partir de agora escrevemos simplesmente '='em vez de '=7'.

Para um real r, por |r] designa-se o maior in-
teiro < r, por [r] o menor inteiro >

[2.07] =2 =—(—2) = —[—2.07]. Precisamos da permutagdo

r. Por exemplo,

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
1 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

queindicac(2) = 12,0(5) = 3, etc. Finalmente definamos para
m=1,2,..,12, E(m) =|2.60(m) — 0.2} e para uma propriedade
P, x(P) = 1se P for verdadeira, e 0 se for falsa. Por exemplo,

x(m < 2) =1sem=1,2; mas se m=3, entdo xy(m <2) =0

RECEITA PARA CALCULAR O DIA DA SEMANA. Dada uma data
na forma habitual dd-mm-yy (que vamos abreviar por d m y),
para calcular o dia da semana associado, ponha-se s := nime-
ro de séculos que cabem no ano (por exemplo, 19 se falamos
de 1974), § = 1 se o ano é bissexto, e § = 0 nos outros casos.
Reduza-se o inteiro

N=1+d+Em)+|¥]|-[F]-1+d)x(m<2)
médulo 7:d = p(N). Finalmente utilize-se a tabela

d 0 1 2 3 4 5 6

dia: Sab Dom Seg Ter Qua Qui

Sex

para determinar o dia.
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Papa Gregério Xl

Gragas a forma simples como aqui designamos os dias, nem
precisamos desta tabela. Nos calculos praticos pode ser mais
expedito usar acima o lado direito da identidade

5
3 -5 =y+ 141+ 13) -2

Provamos a validade da receita por indugdo. Para o inicio
da indugdo podemos escolher o dia 1 de janeiro de 2013. Neste
caso,d = 1,m = 1,y = 13,5 = 20. O ano ndo é bissexto, por
isso 6 = 0. Colocando estes dados na férmula, vem

N =N(1,1,13,20,0) =
=1+1+(260(1)— 2] +13+ 2] +
+ 2] -2.20-(1+0)-1=

=24 (26-11-02] +13+3+5-40—-1=
— 24 (28.4) —20 =30 —20 = 10.

Ora p(10) = 3, de modo que o dia 1 de janeiro de 2013 foi
segundo a férmula uma terca-feira, como de facto foi.

O passo de indugdo € laborioso porque as mudancgas que
regem o quintuplo (d, m, y, s, 6) que serve de entrada para a {6r-
mula sdo um pouco complicadas, ainda que a mudanca mais
comum seja dada simplesmente por

d,m,y,s, 0~ (d+1,m,y,s,o).

Parece-nos que uma forma para facilitar a discussdo é con-
densar as numerosas regras num pseudocddigo que exibe de
forma arrumada o que fazemos quando mudamos a data.

Algoritmo: ‘Préxima Data’

Input: um quintuplo admissivel (d, m, y, s, 0)

Output: o quintuplo associado ao dia seguinte.

if m € {1,3,5,7,8,10} then
ifd <30thend =d+1; &;
ifd=31thend=1m=m+1,5;
if m € {4,6,9,11} then
ifd <29thend=d+1; &;
ifd=30thend=1,m=m+1,5;
if m = 2 then
ifd<28thend=d+1; &;
if d =28&6 =0thend =1,m=23; S;
ifd=28&0=1thend=d+1; 5;
ifd =29&6=1thend =1,m=23; S;
if m = 12 then
ifd<3lthend=d+1; 5;
if d = 31 then
d=1,m=1;
if y < 99 then
y=y+1
if 4|y thend = 1;6; else 6 = 0;5;
if y = 99 then
y=0s=s+1;
if4|s then § = 1;6; else § = 0;5;

O algoritmo tem quatro linhas ‘if m.... ...". Estas repartem
os meses 1 a 12 em quatro partes disjuntas. Os © que inter-
pretamos como ‘stop” garantem que no mdximo uma linha de
uma das partes vai ser executada. O ‘if m € {1,3,..,10} ...
contempla os meses janeiro, margo, maio, julho, agosto, outu-
bro, que tém 31 dias. Nestes meses, se o dia é d < 30, o dia a
seguir tem nimero d + 1, pertence a0 mesmo més, e eviden-
temente ano, século e 6 também ndo mudam. Se o dia é 31,
o proximo dia é o dia 1 do més seguinte. Mais nada muda.
O‘if m € {4,6,9,11} .. contempla de forma andloga os meses
abril, junho, setembro, novembro que tém apenas 30 dias. O
més de fevereiro (m = 2) é mais complicado. Seja ou ndo o ano
em consideracdo bissexto, se d < 28, d deve ser aumentado em
uma unidade, o resto do quintuplo fica igual. Se d = 28 e 0 ano
ndo é bissexto (i.e. se 6 =0), entdo o dia seguinte é um dia 1 e o
més sucessor é marco (m = 3). Se o ano é bissexto, entdo o dia
seguinte é 29 ainda com m = 2, mas se d = 29, devemos mudar

parad =1em =3, enquanto o resto fica igual.
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Resta 0 més de dezembro. Neste caso em todos os dias com
d < 31 devemos s6 aumentar d em uma unidade, e ndo fazer
mais nada. Mas se d = 31, entdo devemos mudar para o dia 1 de
janeiro (m = 1), e também mudar o par (y, s). Se y < 99, y deve
ser aumentado em uma unidade. Se y =99, o préximo y é 0, e o
século aumenta 1.

O novo ano (obtido pela linha y = y+1) é por extenso igual
a 100s + y. Traduzindo as regras do Papa Gregério XIII, o ano
é bissexto se for divisivel por 4, a ndo ser que y = 0; neste caso
é bissexto s6 quando 4 |s. Em férmulas 16gicas podiamos mes-
mo definir 6 = x((4]y & —(y = 0)) V (y = 0 &4|s) ); mas o mais
importante é que as tltimas seis linhas do c6digo traduzem as
diretivas papais.

Obtida desta forma uma compreensdo completa das leis que
regem a mudanga do trio dd-mm-yy, dedicamo-nos a verifica-
cdo da férmula. Seja (d, m, y, s, 6) um quintuplo para o qual a
férmula dd uma resposta correta. Se uma das linhas que apenas
contém o comando ‘d = d + 1;” for executada, é evidente que o
valor da férmula aumenta exatamente em 1 e por isso, ap6s
aplicagdo de p, dd-nos o préximo dia da semana.

Para continuagdo é necessdrio que o leitor verifique primeiro

a tabela seguinte

m:1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

p(E(m)) 0 3 2 5 0 3 5 1 4 6 2 4
x(m<2. 1 1 0 0 0000000 0
Por exemplo, para m =5, 0(5) =3, E(5) = [2.6-3—0.2] =

o(7) = 0.

Note-se também a tltima linha da tabela. Um olhar para o
‘Préximo Dia’, dd que nos meses 1 e 3 até 11 apenas o valor
da parte d + E(m) da férmula pode mudar. Examinemos para
esses meses as mudangas de p(d + E(m)) para o més suces-
sor. Temos p(30) = 2,p(31) = 3,p(1) = 1. Do més de margo
para o de abril interessam os calculos p(31+ E(3)) = p(31)
+p0(E(B)) =342=5, p(1+E(4)) =1+5 =6.0s valores
para os restantes casos sdo calculados da mesma maneira e es-

tdo reunidos nas tabelas seguintes.

m: 1 3 5 7 8 10

pB1+Em)): 3 5 3 1 4 2

p(1+E(m+1): 4 6 4 2 5 3
m: 4 6 9 11
p(30+E(m)): 0 5 6 4
p(1+Em+1): 1 6 0 5

E pertinente que p(d 4+ E(m)) mude em todos estes casos
para o sucessor dos restos médulo 7. Decorre que o mesmo
acontecerd com a nossa férmula, i.e. com p(N).

Vejamos agora o més de fevereiro, m = 2.

As mudangas do quintuplo ainda por examinar sdo a seguir
acompanhadas pelas correspondentes redugées médulo 7 dos

fragmentos relevantes (que ndo contém y, nem s) da férmula.
(28,2,,5,0) = (1,3,y,5,0): Aqui observamos
1+284+E2)—1=14+0+3-1=3,e
1+14EB)—-1-0=1+1+2=4.
(28,2,,5,1) = (29,2,y,s,1): Neste caso apenas a varidvel d
da férmula aumenta em 1 e, portanto, o valor da férmula muda

para o seu sucessor médulo 7.

(29,2,y,s,1) — (1,3,y,s,1):Aqui observamos
1+294+EQ2)—2=1+14+3-2=3e
1+1+E3)-2-0=1+1+2=4.

Teremos entdo também em fevereiro sempre que p(N) muda
para o sucessor médulo 7.

Ficam por examinar as mudangas para o novo ano. As mu-
dangas possiveis e os cdlculos acompanhantes sdo os seguintes
e os mais complicados de todo o calendario.

A parte 1+ d + E(m)
mo diadeum anoovalor1+31+E(12) —0=1+3+4=1e
no primeiro dia do ano novo o valor

1+1+E(1)-1=240-1=1

Fica assim apenas por provar que as restantes partes da fér-

— x(m < 2) da férmula tem no ulti-

mula geram uma mudanca para o sucessor médulo 7. Chame-
mos y e § aos anos cessante e novo e s, § aos séculos em curso
nestes dias, tipicamente os mesmos, claro.

As mencionadas restantes partes da férmula sdo

w10 y+|y/4]+[s/4] —2s, e

%20 Y+ y/4] + [8/4] —28—0.

Caso: y<99. Nestecasoy =y + 1,8 =s.

Se 0 novo ano néo for bissexto, 5 = 0, e 4/y o que faz com
que |y/4| = |y/4]) Decorre que na passagem de x1 para x,
adicionamos exatamente 1 médulo 7, como queriamos.

Se 0 ano novo for bissexto, 6=1, e com o y < 98, 4|y, e
/4] =

mos maisumavezl=1+1—-1mddulo 7.

ly/4] + 1. Assim na passagem de x; para *; adiciona-

Caso: y=99. Nestecasoy = 0,5 = s+ 1.
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Sed =0, [$/4] = [s/4] exq, xpsd0
99 +24+ |s/4| —2s =4+ |s/4] —2s,e
0+0+ [s/4] —2(s+1) = s/4] —2s+5,
assegurando assim para x, a propriedade de sucessor. Se, final-
mente, 6 =1, entdo|$/4]| = 1+ |s/4]e dex, ‘sai’ exatamente o
mesmo valor que no caso anterior, pois o 1 adicional é equili-
brado pelo valor —0 = —1.

Logo, mais uma vez, temos em x, o sucessor médulo 7
de .

Isto acaba a prova da férmula. o

Quem quer mesmo calcular mentalmente os dias do ano cor-
rente 2013, observe que muito do que é preciso para determinar
odia 1 de cada mésjd sabemos: Como p(E(1)) =0, e inicidmos
a indugdo calculando que p(N(1,1,13,20,0)) = 3, obtemos
pela férmula, p(N(1,m,13,20,0)) = 3+ p(E(m)) + 1, param
>3,e3+ p(E(2)) para m =2, com somas a reduzir médulo 7,
claro. Ou seja, os dias 1 do ano 2013, levam segundo a tabela
p(E(m)), os seguintes rétulos, na sua ordem por més: 3, 6, 6, 2,
4,0,2,5,1,3,6,1; ou seja, sdo: Ter, sex, sex, seg, qua, sab, seg,
qui, dom, ter, sex, dom.

Quem fixa isto (por grupos de quatro parece mais fdcil),
quando quer impressionar o bisneto calculando o dia 13 de
agosto de 2013, seu dia onomdstico, calcula assim: Lembra-se
que 1 de agosto é uma quinta, 13 de agosto sdo 12 dias depois de
quinta, logo é o dia que corresponde a p(5 + 12) = 3, uma terca!

A questdo do titulo tem origem no e-mail de um colega ja
aposentado e muito respeitado pelos docentes do meu de-
partamento. Ficou muito incomodado por, excetuando ele,
ninguém de Coimbra ter ido ao almogo do septuagésimo se-
gundo aniversdrio da SPM, que se realizou no passado dia 12
de dezembro em Lisboa. Defendi que esse dia foi uma quarta-
-feira (pois 01-12-12 foi um sdbado logo, dia 12 foi 0 + 11 =
4!). Sou bem pago, seria um mau role model se faltasse num
dia util ao trabalho, ainda por cima em tempos de crise. Mas
se festas destas fossem feitas aos domingos participaria fre-
quentemente. Supondo que a SPM continua a celebrar o seu
aniversdrio no préprio dia, quando poderei entdo ir? De quar-
ta até domingo sdo 4 dias. A fungdo v + L%J, comecgando com
12, aumenta segundo os passos 1,1,1,2,1,1, 1,2, 1. Eso agora
que a soma é congruente a 4 médulo 7. Daqui a 9 anos, e ndo
antes, a SPM faz o seu octogésimo primeiro aniversario num

domingo e nessa altura garanto, realize-se este onde se rea-

lizar, vou aparecer (a ndo ser que tenha um fim de semana
Delfos nesse dia).

O nosso topico podia ter sido abordado de forma gené-
tica — podfamos ter reunido aos poucos as ideias que per-
mitem construir a férmula. Tal abordagem encontra-se, por
exemplo em [R], mas precisa um pouco mais da teoria dos
nuimeros. Na defini¢do de E(m) é necessdrio ‘experimentar
e ter sorte’ de qualquer forma. Assim preferimos o método
répido do ladrédo: apropridmo-nos da férmula como de uma
joia cujo valor posteriormente verificimos.

Provas de empenho na leitura de Cantos Délficos sdo cer-
tificados pelo

Projecto Delfos,

Dep. de Matematica da FCTUC, Apartado 3008,

EC Santa Cruz

3001-501 Coimbra,
e-mail: delfos@mat.uc.pt
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