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1. Introducao

Os matematicos da Antiga Grécia procuraram exausti-
vamente construcdées geométricas, apenas com régua nao
graduada e compasso, para a trisseccao do angulo, a du-
plicacdo do cubo' e a quadratura do circulo?. Nao as en-
contraram, apesar de terem descoberto outras maneiras
de as realizar. Ao longo de dois mil anos sucederam-se ten-
tativas infrutiferas de muitos matematicos e, finalmente
no século XIX, foi demonstrado que nenhuma dessas trés
construgoes é possivel; a demonstracao é um exemplo muito
bem sucedido de “transferéncia de tecnologia”: os pro-
blemas sao transformados, através da Geometria Analiti-
ca, em problemas sobre nimeros reais ou nimeros com-
plexos, sendo estes problemas resolvidos recorrendo a Al-
gebra e a Analise Matematica.

O facto de um problema ter resistido durante tanto
tempo e vir a ser resolvido com instrumentos de uma area
aparentemente fora do contexto em que foi posto parece-
nos uma licao importante sobre a maneira como a Mate-
matica funciona.

Nao é nosso proposito tratar aqui a Geometria Euclidiana
ou a historia destes problemas com todo o rigor, mas tao sé
sublinhar a maneira como a Algebra “abstracta” do Século
XIX, ajudou a resolver problemas que tinham ficado em aber-
to desde os dias de Euclides. Assim, no que respeita a de-
monstracoes, remetemos o leitor para a bibliografia excepto

em alguns casos que nos parecem menos técnicos e facil-

mente acessiveis a eventuais leitores pré-universitarios.

Na seccao 2 esbocamos a parte principal do que
convencionamos designar por “transferéncia de
tecnologia”; nas seccoes 3 e 4 tratamos os dois primeiros
problemas: os teoremas 3.1 e 4.1 sao frequentemente atri-
buidos a P.L. Wantzel; na seccao 6 esbogamos o estudo da
construtibilidade de poligonos regulares destacando a do
heptadecagono; para esta seccao pressupomos que o lei-
tor esta familiarizado com a notacao exponencial para a
forma polar dos nimeros complexos.

Um tratamento completo e cuidado do tema deste ar-
tigo pode encontrar-se no elegante livro de Hadlock [HC],

no qual nos inspiramos fortemente.

2. Algebrizacao

Como Conway e Guy observam no Capitulo 7 de [CG], a
Geometria Euclidiana pode ser encarada como um passa-
tempo com regras fixas; passemos a identificar as que nos
interessam. A tese [FR] da uma visdao muito interessante
de varios sistemas alternativos de regras.

Supomos conhecidos os termos da geometria euclidiana

” e ” e

elementar, como “ponto”, “recta”,

”» ee

circunferéncia”, “an-

Tie., a construcao da aresta de um cubo com volume duplo de um cubo

dado.
2 j.e., a construcdo da aresta de um quadrado com area igual a de um

circulo dado.



gulo”, etc. referentes a entidades do plano euclidiano,

designado por E.

2.1 Construcdes primitivas

Qualquer construcao se inicia com, pelo menos, dois
pontos distintos, a uma distancia que se fixa como unidade.

Seja P um conjunto com pelo menos dois pontos distin-
tos em E. Consideremos as construcdes seguintes:

Construgdo R. (Régua) Dados pontos distintos Ae Bem

P, construir uma recta que passe por A e B.

Construcdo C. (Compasso) Dados pontos distintos C e

A em P, construir uma circunferéncia com centro C que

passe por A.

Qualquer recta fica construida quando construimos dois
quaisquer pontos distintos que lhe pertencam. O ponto P
esta construido quando construimos duas rectas distintas cuja
interseccdo é P, ou uma recta e uma circunferéncia ou duas
circunferéncias distintas cuja interseccao contém P.

Resulta das Proposicées 2 e 3, do Livro | dos Elementos
de Euclides, que a construcao seguinte pode ser realizada
utilizando as Operacoes R e C:

Construcao C”. (Compasso) Construir uma circunferén-

cia com centro em P cujo raio seja igual a distancia

entre dois pontos distintos de P.

Essencialmente, a construcao C* permite a utilizacao
do compasso para “transferir” uma distancia ja definida.

Daqui em diante, suporemos que as construcées primi-

tivassaoRe C’.

2.2 Outras construgdes

Como se sabe, sequéncias convenientes das constru-
cOes primitivas permitem realizar as seguintes:

(1) Dada uma recta [ e um ponto P de [, construir uma
recta perpendicular a | que passe por P; em particular,

construir angulos rectos.

(2) Dada uma recta [ e um ponto P fora de [, construir
uma paralela e outra perpendicular a [ que passem por P.

(3) Construir um segmento de recta com n unidades
inteiras de comprimento.

(4) Dados segmentos de recta com a e b unidades de
comprimento, construir segmentos de recta com compri-
mento a+b ou, se a=b, a-b unidades.

(5) Dados segmentos de recta com a e b unidades de
comprimento e sendo 4 # 0, construir segmentos de recta
com comprimentos ab e a/b unidades.

(6) Dado um segmento de recta com a(>0) unidades

de comprimento, construir um segmento de recta com

. .
comprimento V& unidades.
(7) Construir angulos de 60° e 72°; em particular, construir
tridngulos equilateros bem como pentagonos regulares.

(8) Dado um angulo de medida a e nUmeros naturais k

e n, construir angulos de medidas o / 2/‘,20(, ..., N O em
particular, construir angulos de medida 45°.

Em geral, uma construcdo sera uma sequéncia conve-
niente de repeticoes das construcoes primitivas Re C". A

definicao seguinte formaliza esta ideia.

Definicdo 2.1. Seja S um conjunto de pontos do plano E.
1. Se duas rectas distintas ou duas circunferéncias dis-
tintas ou uma recta e uma circunferéncia séo
construtiveis por R ou C’ a partir de pontos de S, as
interseccées correspondentes (quando ndo vazias) di-
zem-se construtiveis numa etapa a partir de S.
2. Se S tiver mais que um ponto, diz-se que um ponto
QO E ¢ construtivel a partir de S quando existe um
numero natural n e uma sequéncia Q1, cee) Q11 de pon-
tos de E tais que

Q =Q
e, se para cada i=1, ..., n, definindo

P,=5S,

Aa=R0 {Q1>---’Qi—1} ,

0 ponto Q; € construtivel numa etapa a partir de P, |



Podemos iniciar a “transferéncia de tecnologia”.
2.3 O plano Cartesiano

Comecamos por identificar o plano E com o quadrado
cartesiano do conjunto dos nimeros reais, RZ, mediante a
fixacao de um sistema de dois eixos ortonormais.

Sabemos da geometria elementar que, dados pontos
(a,0), (b,0), é possivel construir cada um dos pontos (a+b, 0)
e (a-b,0), numa etapa, e (ab,0) (ou (a/b,0) se b#0) em

mais etapas, recorrendo ao teorema de Thales. Em suma,

Seja qual for o numero racional q, é possivel construir
o ponto (q,0), a partir de {(0,0),(1,0)3}.

E também possivel construir certos pontos cujas coor-
denadas nao sao racionais; por exemplo, o ponto

04 0
@ 2 ’TQé um dos pontos de interseccao da circunferén-

cia x* +y2 =1 com a recta de equacao x =y, sendo a
circunferéncia e a recta ambas construtiveis a partir de
{(0,0),(1,0)}; em seguida, podemos construir (w’JZ ,0) . Em

geral,

Dado um ponto (a,0), sendo a real e positivo, podemos

construir o ponto (\/; ,0).

Passamos a segunda fase de “transferéncia”.

2.4 Extensdes do corpo dos numeros racionais

Aidentificacao de E com R? permite entéo traduzir os
problemas geométricos de que nos estamos a ocupar em
termos de nimeros reais’ .

Representamos respectivamente por Q e R 0s corpos
dos nimeros racionais e dos niUmeros reais. Um subcorpo

de Rserd um seu subconjunto K, diferente de {0} e fecha-

do para a soma, a diferenca e o quociente por nimeros

nao-nulos; escreveremos K PL para abreviar K é subcorpo
do subcorpo L, i.e., K e L sao subcorpos de IRe A0 /.

Observe-se que, ndo s6 Qé subcorpo de R como também,

se KBL, necessariamente 10K e, consequentemente,

2=1+10K, 30A, ...; dai também-2,-3,...0Ke

,... UA e finalmente, m A sempre que m, n sao
n

nimeros inteiros e 7# 0. Assim

Q O K sempre que KBR.

Se KPL PR, diremos que L é uma extensdo de K.

Uma forma bastante simples de obter extensées pro-
prias de um subcorpo K é tomar um numero real r que

nao esteja em K e formar o corpo minimo que contém
/(D{r}; por exemplo, tal corpo no caso Q O %ﬁ% é

{p+qy2,p,q0Q.
De um modo geral, se COR, o subcorpo gerado por C

€ por definicdo, um subcorpo de R designado por < C > tal
que CO<C>e,se KPRe COA, entdo < >0 K. Para
cadar OR e cada K PR poe-se

/((r) = </(I]{r} >
e, se r= \ﬁ( para algum 4UA, diz-se que K(r), ou seja
/\’(\/;)é extensdo quadratica de K.

Se KPL, entado L é espaco vectorial sobre K sendo facil

provar o seguinte.

Lema 2.1: Se KBL e «0OA mas ﬁ( OA, entdo
/((x;) = @(ﬁ v \; u, VD/(%,
%1, \?% é uma base de /((x;) sobre K, pelo que a di-

mensdo de /((\/7() sobre K é 2.

Recorde-se agora que as construcoes primitivas se tra-

3 Veremos na seccao 6 que, em alguns casos, pode ser preferivel utilizar

o corpo dos nimeros complexos.



duzem no presente contexto por resolucoes de sucessivos
sistemas de equacgdes lineares ou polindmios do segundo
grau com coeficientes reais e, assim sendo, 0 mesmo se
passa com as outras construcoes. Interessa-nos um caso

particular de extensodes:

Definicdo 2.2. Se QRKBLPR, L diz-se uma extensdo
multi-quadrdtica de K se, para algum numero natural

n existe uma cadeia de subcorpos
K=KOEK1Q...9K.9K. P...BK =1L
i i+1 n

tal que K4 = /(,»S\/Z-Se k; 0K, para cada i relevante.

Nao exigimos que JZ 0OK;; por exemplo, segundo a
definicao, K é uma extensao multi-quadratica de K; inte-

ressa também observar que, quando K OK, \k éraizde

um polindmio numa variavel t, com coeficientes em K, a

saber: £ - £%.
O teorema seguinte apresenta uma condicao neces-
saria e suficiente para a construtibilidade de um ponto

(X, y) O R a partir de um conjunto dado de pontos.

Teorema 2.1. O ponto (x, y) 0 R é construtivel a partir
do subconjunto S de Rsee apenas se x e y pertencem a
uma extens@o multi-quadrdtica do subcorpo de R gera-

do pelo conjunto das coordenadas dos pontos em S.

Juntando os resultados seguintes, ficamos na posse de
instrumentos muito importantes para resolver os proble-
mas referidos na introducao.

Se QRKPL, defina-se a seguinte notacao

|L : /(1 =dimensao de L como espacgo vectorial sobre K.

Teorema 2.2 (da Torre) Se KBL PMBR, entdo

|M:/(|:|M:L|.|L:/(i.

Este teorema permite estender o lema 2.1 ao caso de

uma extensdao multi-quadratica e esta demonstrado em

quase todos os livros que tratam da teoria dos corpos, por
exemplo em [BO].

Finalmente, combinando com o lema 2.1 e o teorema 2.1

Corolario 2.1 Se L for uma extensdo multi-quadrdtica
de K, entdo |L:K| é uma poténcia de 2. Em particular,
as coordenadas dos pontos de R construtiveis a partir
de {(0,0),(0,1)} estdo numa extensdo cuja dimensdo

sobre Q é uma poténcia de 2.

3. A trisseccao do angulo

Tal como anunciamos no inicio, o problema de trisseccao
do angulo tem resposta negativa. Esta seccao € dedicada a

uma demonstracéo do seguinte teorema:

Teorema 3.1 E impossivel trissectar o dngulo 60° com
régua e compasso; mais geralmente, ndo existe cons-

trugdo para trissectar um dngulo arbitrdrio.

A demonstracao que vamos apresentar envolve o com-
portamento de polindmios de grau 3 e utiliza os dois lemas

seguintes.

Lema 3.1 Sejam K um subcorpo de Re f(f) = £ + bt+ ¢
um polinédmio de coeficientes em K (b, c0A). Suponha

que f(t) tem uma raiza OR.

1. Se existe kKOA tal que o I]/((\/;), entao f(t) tem
uma raiz em K.
2. Se a estd em alguma extensdo multi-quadratica K,

entdo f(t) tem uma raiz em K.

Demonstracao. (1) Se '\/,—% OAentao K%;B: KeaOK
€ raiz de f(t). Logo, podemos supor que x/; UK, pelo que
{1, xﬁ(} € base de K( «ﬁ( )sobre K (lema 2.1). Existem assim

u,vOK taisque a =u +v ﬁ( Se v =0, entao a UA;

logo, podemos supor que v # 0. Temos



f(a ):Ef/}+3uv2k+bu+c%><1+%’:uzv+ V3k+bv%><x/;:0.

Como {1,\5“/(} é conjunto linearmente independente
sobre K, e v#0, segue-se que
P +3utk+ bu+c=0
e 3t +vik+ b=0.
Eliminando o termo v2K concluimos que
-8 -2ub+ c=0.
Logo, —2uv 0K é raiz de f(t).

(2) Segue-se de (1) por indugao.

Com o fim de aplicarmos o lema anterior, convém re-

cordar o

Lema 3.2 Se o polinémio f(t) = a,t” +...+ at+ q,
tem coeficientes inteiros, u e v sG@o numeros inteiros
primos entre si e ‘—V’ é raiz de f(t), entdo u divide a, e

v divide a.

Passemos entdo a demonstracao do teorema 3.1. Re-

cordem-se também as definicoes 2.1 e 2.2.

Demonstracao (do teorema 3.1) Defina-se 0:=(0,0),
X:=(1,0), P,:={0,X\}, K, = Q. E facil construir um triangulo
equilatero sobre a base OX a partir de Po, pelo que pode-
mos construir um ponto A tal que 0 XO04 =60°e |OA| = 1.

Se fosse possivel trissectar angulo XOA, seria possivel
construir, a partir de PO, um ponto B tal que [0 XOB = 20°
e |0B|=1; logo, também se poderia construir, a partir de
PO, o ponto D := (cos(20°),0) de OX. Assim, cos(20°) per-
tenceria a uma extensao multi-quadratica, K, de Q pelo

que também 2cos(20°) estaria em K. Seja r = 2cos(20°).
Como cos(36) = 4cos3(6) —3cos(0), tem-se

1.

)

4cos3(20°) - 3c0s(20°) = cos(60°) =

mas entéo, r3-3r-1=0, ou seja r seria raiz do polinémio
de coeficientes racionais f(t) : = t3-3t-1. Uma vez que
estamos a supor que r estaria numa extensao multi-

quadratica de Q, segue-se do lema 3.1 que f(t) teria uma

raiz racional. Ora, pelo lema 3.2, se u e v sao nimeros
inteiros primos entre si e % é raiz de f(t), acontece que u
evdividem1,i.e., #=%v=%1;como A1) 20z f-1), f(t)
nao tem raizes racionais, uma contradicao. Nao é portan-

to possivel trisectar XOA com régua e compasso.

4. Duplicacao do cubo

Em seguida, resolvemos o problema da duplicacao do
cubo. O problema consistia de facto em construir um cubo
cujo volume fosse o dobro do volume de um cubo dado.
Ora as nossas construcdes referem-se a figuras planas e é
licito observar que um cubo é tridimensional, mais preci-
samente, as diagonais das faces bem como as diagonais
nao estao todas no mesmo plano. Mas se o cubo tiver ares-

tas de comprimento uma unidade, as diagonais tém com-

primentos respectivamente ﬁ e \E unidades, e segmen-
tos de recta de V2 ou \E unidades sao construtiveis (em
E) a partir do segmento de recta com uma unidade de com-
primento. Por outras palavras, as diagonais do cubo inicial
nao trazem segmentos de recta cujos comprimentos nao
podiam ter sido construidos a partir da aresta do cubo.
Logo, e “como manda a tradicao” (que temos vindo a esta-

belecer...), interpretamos este problema como sendo a

construcao de um segmento de recta de comprimento "(E

unidades sendo dado um segmento de recta de 1 unidade.

Teorema 4.1 E impossivel duplicar o cubo com régua

€ compasso.

Demonstra¢do. Se o ponto (%E, 0) fosse construtivel
a partir de {(0,0),(1,0)3, %/E pertenceria a uma extensao
multi-quadratica de Q. Mas %/E é raiz de g(t) = 3 - 2.
Logo, pelo lema 3.1, t* - 2 tem uma raiz racional. Como,

pelo lema 3.2, qualquer raiz racional de g(t) admite a for-

ma %, onde u e v sdo nUmeros inteiros primos entre si, u



divide 2 e v divide 1; mas nenhum dos niimeros +1, +2 é

raiz de g(t); segue-se que 3& ndo esta em qualquer ex-
tensdo multi-quadratica de Q e o cubo nao pode ser dupli-

cado com régua e compasso.

5. A quadratura do circulo

Vimos como se podem resolver, pela negativa, dois dos
problemas classicos. O problema da quadratura do circu-
lo, i.e., de construir com régua e compasso (o lado de) um
quadrado com area igual a de um circulo dado com raio
nao nulo, é bastante mais dificil do que os outros dois por
assentar numa distincdo mais fina de tipos de nimeros e
resultados de Analise Matematica.

Quanto a distincao de nimeros: um nimero real diz-se
algébrico se for raiz de um polinémio de coeficientes raci-
onais; caso contrario diz-se transcendente. E vale o

teorema seguinte:

Teorema 5.1 Um numero real r é algébrico se e ape-

nas se | Qr):Ql for finita. Se r é um numero algébrico,
|Qr):Ql é o grau de qualquer polinémio ndo nulo f(t)

de coeficientes racionais e grau minimo tal que f(r)=0.
Em 1882, Lindemann demonstrou o

Teorema 5.2 (de Lindemann) O numero 11é transcen-

dente.

Uma demonstracao deste teorema - que utiliza Analise
Matematica - pode encontrar-se em [HC] e [SI]. E mais
uma vez ficamos perante uma resposta negativa:

Teorema 5.3 E impossivel quadrar o circulo.

Demonstracdo. Dada uma circunferéncia de raio 1, a

construcdo requerida € a de um quadrado com lado de

comprimento T unidades. Se \/;[ fosse construtivel, pelo

teorema 2.1 e corolario 2.1, |Qr):Q|= 2™, para algum

namero natural m. Como QR Q(m) P Q( \/;t), entao
|Q(m):Q| divide 2™ pelo Teorema da Torre (2.2), sendo

portanto finita; tal nao pode acontecer, pelo teorema 5.1

e o teorema de Lindemann (5.2), portanto xﬁr nao é

construtivel e o circulo nao é quadravel.

6. Poligonos Regulares

6.1 Preliminares

Um tridngulo equilatero admite uma construcdo (com
régua e compasso) facil e bem conhecida. Um pentagono
regular é também construtivel: vide, por exemplo, [AA].
Gauss, ainda jovem em 1796, descobriu uma construcao
de um poligono regular de 17 lados, e uma condicao sufici-
ente para que um poligono regular de n lados seja
construtivel. Gauss afirmou que o critério era também
necessario, embora o artigo de Wantzel [WP] seja o pri-
meiro a publicar uma demonstracao deste facto. Para os
efeitos da construcao de poligonos regulares, convém en-
carar as construcdes como sendo feitas no plano comple-
x0, C (com o eixo real em vez do eixo dos xx e o eixo
imaginario em vez do eixo dos yy).

Concretamente, seja n um namero natural, maior que

3 para evitar trivialidades. O polindmio t" - 1 tem n raizes
distintas da forma e**™/” (k=0, 1, ..., n-1) ou, tomando
(= ezm”, da forma Zk (k=0, 1, ..., n-1); mais: estas n
raizes sao os vértices no plano complexo de um poligono

regular inscrito na circunferéncia de centro 0 e raio 1,

com vértice em 1. Temos

O -1=(t- N+ 2+ 4 +).

Os pontos 0 e 1 ( =C") sdo dados e interessa construir

os pontos z [J C tais que



27427+ 241=0.

Por exemplo, no caso do pentagono regular (n = 5) ha

que construir os pontos z 0 C tais que
A+ +22+z+1=0.

Como um tal z é ndo-nulo, podemos dividir ambos os
membros por 2 efazera substituicao y = z+1/z para obter
y2+y—1=0 ou seja

y=(-1£+/5)/2 com z%-yz+1=0.

Segue-se

04, ./c0
D V50, W10£2(5
4 4

onde os sinais * se correspondem, sendo o sinal +* inde-

pendente, pelo que temos 4 solucoes para z (como deveria

1445

acontecer). Basta agora construir o ponto no eixo

real, bem como a circunferéncia de raio 1, de seguida cons-

truir o vértice

1445, A10+2:45
4 4 ’

e completar o pentagono.

Citamos o critério de Gauss e Wantzel:

Teorema 6.1 (Gauss-Wantzel). O poligono regular de
n lados é construtivel se e so se

n=2%p...p;,
para certos nimeros inteiros a =0 e p; (i=1,...,5),

sendo os p; primos impares distintos da forma

D = 2( ) +1 com cada r; inteiro positivo.

Para a demonstracao deste resultado consulte-se [HC]
ou [BO].

Os nimeros £ := Z(Zr) +1, sao designados por nime-
ros de Fermat, um primo de Fermat é um nimero Fr que
seja primo. Os cinco primeiros nimeros de Fermat, 3 = FO,
5= F1, 17 = Fz’ 257 = F3, 65537 = F4 sao primos. Fermat

conjecturou que F_ € sempre primo, mas Euler mostrou
que F = 4294967297 = 641 x 6700417. Até hoje, nao ¢
conhecido qualquer primo de Fermat além dos que
descrevemos.

Dado o resultado de Gauss-Wantzel, é de evidente in-
teresse encontrar construcoes dos poligonos regulares com
F. lados quando r<4. Existem varios livros que incluem
uma construcdo do heptadecagono regular (17 lados); vide,
por exemplo, [BB], [HW], [RS] e [SI]. Outros livros descre-
vem um algoritmo para o heptadecagono regular sem in-
cluir uma construcao concreta; vide, por exemplo, [HC] e
[GL]. Para informacéao sobre o poligono regular de 257 la-
dos, vide os artigos [BW], [GH] e [TD]; em [TD] constam
observagoes sobre a construcao do poligono regular de
65537 lados.

6.2 O Heptadecagono regular

Limitamo-nos a um esboco. Temos n = 17 e basta cons-
truir os pontos z 0 C tais que

20454 +z+1=0.

Seja ¢ = o2W/17. Tem-se

%+, +7+1=0.

Sejam
v :(+(2+(4+18+i+—+—+—

Z8 Z4 ZZ Z )

PTG CRY CI P R R N

(NN G e

Como Z'7 =1, temos 1/77 =7"""", logo

Wty =00+ 47 =1

Feitas arduas contas, podemos também concluir

Wy, = 4.



Os numeros y, e y, sao assim as raizes de £ +¢t-4,0u
seja

1417 —1-417
o) = 57, 250

Portanto, y, e y, sdo ambos construtiveis. Subsiste no
entanto o problema aqui de identificar cada um dos v.ey,

por si mesmos. Ora, se repararmos que 1/¢"” € o conjuga-

do complexo de ¢, podemos concluir
W= 2(cos(e) + cos(29) + cos(4e) + cos(89)) ,

2 =2cos(36) + cos[56) + cos(68) + cos(78)),

sendo @ = 21t/ 17 - Mais alguns calculos mostram que V>V,

logo
W= —1+«/E
! 2
e
~1-417
_Vz:T,

onde relembramos que \Fr designa a raiz quadrada positi-
va do numero real positivo r. Isto é, y, ey, sao de facto
construtiveis um de cada vez.

Em seguida, definem-se

1 1
Vi1 :Z+Z4+—4+—
¢ C
1 1
Yi2 :ZZ+18+—8+—2
4
1 1
Y21 :Z3+Z5+—5+—3
¢ q

1 1
V2,2 =8+ +Z_7+Z_6'
Obtemos facilmente y;1+ 4, = ¥4 €, com mais traba-
tho, 34412 = —1. Segue-se que Vi1eYy, sao as raizes do
polinémio ¢2 — wt—1com coeficientes em Q(y, ). Mais uma

vez, calculos com cosenos mostram que y, ,> V, ,. Tam-

bémy, ey, , sdoasraizesde /2 - y,r-1ey, >V, ,. E

conseguimos
_ N4
hpy=—7—7—>——""
2
byt \JJ/% +4
Yo = -

Logo, Yi18Yy, sdo construtiveis a partir de v,ev, e

dai, construtiveis a partir de Q.

Defina-se
1
Yig1 =0+
C
1
Vi =0t e
4

~ . 2_
Analogamente V11,1 €Yy 4S80 raizes det y1’1t+y2’1

€ V111> V1,2, Pelo que

Vg Y - Ay

IZER 2

Mais uma vez, y, , , é construtivel a partir de y, , e

Y, 4, logo é construtivel a partir de Q.
Finalmente, { +1/( = ;14 enquanto (Z)(1/ Z) =1. Logo,

L e 1/ sao as raizes de 2 - Y148+ 1, ou seja

{Z,1/Z} ={ Al +\2y12,m -4 ,J/1,1,1 _\2J/12,1,1 -4 ;.

Sabemos que  é nao-real e esta no primeiro quadrante

do plano complexo, pelo que

Vg A= g
Z - —2 ’

e , por sua vez, é construtivel a partir de Vi1 @ logo a
partir de Q. Ja temos os pontos 0,1 e  no plano complexo,
e podemos completar o poligono de 17 lados.

As definicoes dos nimeros Yap,c Parecem resultar de
actos de magia... De facto, sao sugeridas (vide [GL]) pela

estrutura de um certo grupo (o Grupo de Galois da exten-



sdao Q(¢) de Q) que é um grupo ciclico de ordem 16: a

Ultima transferéncia de tecnologia da nossa historia.
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