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O QUE E IREALMENTE v2?

Os nameros ditos “reais” estdo impregnados de mistérios, entre os quais o de
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saber qual é exatamente a sua “realidade”, ou seja qual é o seu estatuto on-
tolégico. A sua origem é geralmente mal contada, estando a verdade envolta
em lendas e puro desconhecimento, por falta de documentos histéricos que

nos permitam reconstruir muitos dos detalhes do aparecimento e evolugdo da
nocao de “ntmero real”, que é, sem qualquer ddvida, central em matematica.

Hé muito, muito tempo atrds, os nimeros eram apenas
os (agora ditos) naturais: 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, ... — abs-
tragdes magnificas dos diversos tipos de quantidades dis-
cretas —, assim como os (agora ditos) racionais, razdes de
ntimeros naturais, como por exemplo §, 5, ou 1%, natural-
mente moldados para representar multiplos de partes de
um todo, tteis portanto para lidar com problemas de repar-
ticdo de fragmentos das mais diversas coisas. Nesse con-
texto é muito natural pensar que dois quaisquer segmentos
sdo comensurdveis, ou seja, que existe um outro segmento
que os mede exatamente, isto é, que ambos sdo multiplos
inteiros deste terceiro segmento. Dito de um outro modo,
escolhendo uma unidade arbitrdria, porque ndo hao-de ser
os seus multiplos, submultiplos e os multiplos dos submul-
tiplos, suficientes para medir todos os segmentos?

Foi presumivelmente algures no século VIA.E.C. e, tam-
bém presumivelmente na Grécia Antiga, que alguém, ou
um grupo de pessoas, descobriu algo de profundamente
estranho: a existéncia de grandezas incomensuraveis. Ndo
se sabe se primeiro se descobriu que a diagonal de um
quadrado ndo é comensurdvel com o seu lado, ou se foi a
descoberta de que a diagonal de um pentdgono é incomen-
surdvel com o lado deste que deixou perplexos alguns dos
nossos mais notdveis antepassados. As histérias que usual-
mente se contam e repetem até a exaustdo ndo passam de
lendas. Nenhum documento historicamente fidvel chegou
até noés que relate o que de facto aconteceu.

E importante realgar que a conclusdo imediata retirada

de tal descoberta desconcertante ndo foi, nem poderia ter
sido, a de que “existem outros ntimeros”, como demasiadas
vezes se sugere ao contar (mal) a histéria dessa descober-
ta da existéncia de segmentos incomensuraveis, atribuida
aos pitagoricos. Isto é um disparate histérico, assim como
um absurdo epistemoldgico. Como se criam ndmeros a
partir da constatacdo de que existem segmentos incomen-
surdveis? Como foram de facto criados (descobertos?) os
ndmeros ditos irracionais? Para que o leitor perceba me-
lhor as questdes que aqui se colocam, considere a seguinte
pergunta: o que é v/2? E o ntimero positivo que elevado ao
quadrado da 2? Mas serd que existe? O problema é que ao
dizer “é o ntimero” jd se estd a supor que tal niimero exis-
te! Compare o leitor com a seguinte frase “o Pai Natal é a
pessoa que na véspera de Natal deixa presentes a todas as
criangas que se portaram bem”. S6 porque se diz “é a pes-
soa” ndo quer dizer que ela exista, pois ndo? Repito pois a
questdo: /2 existe? Entdo, dird porventura o leitor, néo é a
medida do comprimento da diagonal de um quadrado de
lado unitario? Mas o que é “a medida”? Seja 14 o que for,
é uma nogdo ligada a de nimero, depois de escolhida uma
unidade... E voltamos ao inicio: mas tal nimero existe?
Nado, a conclusdo nédo poderia ser outra para além da 6b-
via, embora intrigante ilagdo: “os ndmeros ndo servem para
medir todos os tipos de segmentos”! Mas entdo como com-
parar segmentos, ou outras grandezas, como superficies ou
s6lidos, se ndo existem niimeros suficientes para tal? Uma
solucdo genial é atribuida a Eudoxo de Cnido, que terd
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vivido no século IV A.E.C,, talvez um dos mais notédveis
matemdticos de todos os tempos. Apesar de nenhuma das
suas obras ter sobrevivido, sabemos que Eudoxo é respon-
sdvel pela denominada teoria das proporgdes exposta no livro
V dos Elementos de Euclides. Af define-se vagamente razdo,
na defini¢do 3, como uma espécie de relagio no que diz respeito
ao tamanho relativo entre duas grandezas do mesmo tipo (duas
grandezas do mesmo tipo sdo, por exemplo, dois segmentos,
duas superficies ou dois sélidos), para depois introduzir,
na defini¢do 5, uma relagdo de equivaléncia entre tais ra-
z0es abstratas, do seguinte modo:

Grandezas dizem-se estar na mesma razdo, a primeira para a
sequnda e a terceira para a quarta, quando, tomando equimiilti-
plos arbitrdrios da primeira e da terceira, assim como equimiil-
tiplos arbitrdrios da sequnda e da quarta, os primeiros equimiil-
tiplos ou sdo ambos maiores, ou ambos iguais ou ambos menores
que os segundos.

Se A, B, C, D, representarem quatro grandezas, sendo A
do mesmo tipo que B, e C do mesmo tipo que D, entdo,
denotando a razdo abstrata entre duas grandezas X e Y por
X :Y, adefinigdo acima citada pode ser reescrita da maneira
seguinte:

A:B=C:D,
se e sO se, para todos os m,n € N,

(mA>nB AmC>nD)V (mA=nBA mC=nD)V(mA<nBAmC<nD).

O leitor que queira perceber isto bem, ndo poderd fazer
melhor do que consultar a excelente edigdo online da obra
imortal de Euclides elaborada por D. E. Joyce, do Departa-
mento de Matemdtica e Ciéncia de Computadores da Clark
University, disponivel em:
http://alephO.clarku.edu/~djoyce/javalelements/Euclid.html,
e, depois de ler um pouco do livro V, deve ler com cuidado
a demonstragdo da proposic¢ao 1 do livro VI, assim como as
demonstrag¢ées das proposigdes VI.33, XI1.25 e XII.13.

Matemadticos drabes dos séculos X a XIII, tais como al-
Karaji, Omar Khayyam e Nasir al-Din al-TasT irdo criticar o
facto de Euclides ndo definir precisamente o que é a razdo
entre duas grandezas de um mesmo tipo e, nesse periodo,
essas entidades abstratas irdo sofrer uma transfiguragdo
que as transformard em outras entidades abstratas a que
hoje chamamos niimeros reais'. Desde a constatacdo de que
néo era possivel medir todos os segmentos usando niime-
ros (racionais) até a construgdo de novos nimeros, ditos
irracionais, houve por conseguinte, e como é natural, um
longo periodo de lenta metamorfose que conduzird uma
ideia abstrata de razdo a um conceito que hoje achamos
concreto, mas que ndo é menos abstrato, de nimero, tendo

sido o seu estatuto ontoldgico satisfatoriamente esclareci-
do (pelo menos do ponto de vista interno da matemdtica)
apenas no século XIX por, entre outros, Cantor e Dedekind,
sendo que este dltimo se inspirou, justamente, na constru-
¢do de Eudoxo!

Nao deixa de ser curioso que esses nimeros chamados
irracionais formem, juntamente com os racionais e via a
Andlise dita Infinitesimal, a base de teorias fisicas que des-
crevem fendmenos reais com uma aproximagao extraordi-
néria, isto apesar de essas mesmas teorias nos descreverem
um universo que parece ser discreto, desde a energia ao
espago e talvez mesmo ao tempo: ver http:/[en.wikipedia.
org/wiki/Planck_time e http:/[en.wikipedia.org/wiki/Chronon.
Temos aqui um intrigante enigma filoséfico sobre o qual
apenas é certa a nossa ignorancia.

Mas regressemos a questdo colocada no titulo: o que é
mesmo v/2? Ndo conheco melhor resposta que a dada por
Newton, na sua Arithmetica Universalis*, de 1707, incluida
na defini¢do que este dd de ntimero:

Por Niimero entendemos ndo tanto uma Multitude de Unida-
des, como a Razdo abstraida de qualquer Quantidade em relagdo
a uma outra Quantidade da mesma Espécie, que tomamos como
Unidade.

Assim, v/2 néo serd mais do que a relagdo que existe, por
exemplo, entre a diagonal e o lado de um quadrado! E o su-
cesso da matemadtica talvez se explique por tornar, para nés
seres humanos, essas relagdes, de algum modo, concretas.
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'Ver p. 554 de Victor Katz (ed.), The Mathematics of Egypt, Mesopotamia, Chi-

na, India, and Islam, Princeton University Press 2007, e p. |5 de J. L. Berggren,

Episodes in the Mathematics of Medieval Islam, Springer 1986.

2 Disponivel em http://archive.org/details/universalarithmO0hallgoog.
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