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Neste artigo, propomos ao leitor uma versao luminosa do jogo das

torres de Hanoi.

maginemos um jogo formado por uma fila de lampadas, em
que cada lampada pode estar num de dois estados: acesa

ou apagada.

Figura 1

Clicando numa delas, ou sé essa muda de estado, ou ficam
todas no estado em que estavam. Qual das duas ocorréncias-
tem lugar, dependerd, segundo uma regra precisa, do estado
das lampadas da fila. Aconselhamos o leitor a que tente desco-
brir essa regra por si mesmo, experimentando com um mode-
lo virtual do jogo, disponivel em [1]. Para usar esse modelo, o
browser deverd ter o plugin Mathematica Player, que poderd ser
importado de [2]. Se o leitor ndo desejar fazer esse exercicio,
deve ler agora, no final' do texto, o enunciado da regra. Conhe-
cida essa regra, considere-se o seguinte problema” para uma
fila com n lampadas todas apagadas, serd possivel, utilizando
cliques adequados, conseguir que apenas a tltima lampada fi-
que acesa? Se for, qual o ntimero minimo de cliques a usar? E
haverd apenas uma, ou mais do que uma, sucessdo de cliques
com o ndmero minimo, que cumpra esse objetivo? O leitor po-
derd utilizar o jogo virtual para vdrios valores de 1, procurando
gastar o ndmero minimo de cliques.

Decorre da regra geral que, se as primeiras n—1 lampadas
estiverem apagadas, os mesmos cliques que acendem a lampa-

da n (se estava apagada), também a apagam (se estava acesa).
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Figura 2

Designe F(n), para cada n, uma sucessdo de cliques de com-
primento minimo que, aplicada a uma fila de n lampadas das
quais as primeiras n—1 estdo apagadas, s6 muda o estado da
lampada n. E designe f(n) o ntimero de cliques de F(n). Partin-
do de uma fila de n lampadas apagadas, s6 se conseguird acen-
der alampada n quando, entre as anteriores, apenas esteja ace-
saa de ordem n-1; e consegue-se chegar a esse estado, usando
precisamente os cliques de F(n—1), em nimero de f(n-1). Cli-
cando depois na lampada 7, ficardo apenas acesas as lampadas
n-1 e n; e com F(n—1) apagar-se-4 a lampada n—1. Portanto,
Fn)=Fn—1)x (n) x F(n—1)e f(n)=2f(n—1)+1
Notando que F(1)={1}

(um clique na 1* lampada

F(n-1) ": acende-a) e f(1)=1, temos
B F(n) e f(n) definidos por
recorréncia, e a unicidade

"}/ de F fica também estabe-
lecida. E, como a fungéo g

F(n-1) :-: definida por g(n) = 2"-1,

satisfaz também a g(1)=1
e a g(n)=2g(n-1)+1, serd

Figura 3 f=8
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Ao jogar este jogo, ocorre imediatamente pensar num ou-
tro, cuja estrutura de resolugéo é muito semelhante — o popular
jogo das Torres de Handi. Lembremos rapidamente as regras:
num tabuleiro com trés hastes e discos de raios todos diferentes,
pode-se, de cada vez, mudar o disco de cima de uma haste para
outra haste, desde que nunca se coloque um disco qualquer
sobre outro mais pequeno. Partindo de uma pilha de discos (de
didmetros decrescentes) numa das hastes e nenhum disco nas
outras duas, quer-se transportar aquela pilha para outra has-
te previamente fixada. Como o fazer num nimero minimo de
jogadas? O jogo é trivial quando a pilha s6 tem um disco. E,
se jd o soubermos resolver para uma pilha de n-1 e tivermos
uma de 7, poderemos transferir os n—-1 discos de cima para a
haste diferente da inicial e da final, depois mudar o disco maior
para a final e novamente transportar a pilha dos anteriores n—1
para cima do disco maior. De notar apenas que, como os n—1
discos sdo todos mais pequenos do que o maior de todos, os
movimentos “permitidos” sdo os mesmos, quer uma haste es-
teja vazia, quer jd 14 tenha o maior (ver figura 4, em que n =4, a
coluna inicial é a de baixo e a final é a da direita). O processo e
a conclusédo sdo andlogos aos do jogo anterior.

Constatada esta semelhanca entre as resolugdes dos dois
problemas, é natural procurar leva-la um pouco mais longe.
Serd que podemos estabelecer uma correspondéncia natural
entre os dois jogos e os respetivos passos de resolucdo? Isto €,
quereriamos estabelecer uma correspondéncia biunivoca natu-
ral entre o conjunto das diferentes distribuicdes possiveis dos
n discos das torres de Handi pelas trés hastes e as diversas dis-
tribui¢des de “acesas e apagadas” numa fila de n lampadas, de

modo que:

1. Os discos estivessem todos na haste inicial se e s6 se as

lampadas estivessem todas apagadas;

2. Os discos estivessem todos na haste final se e s6 se apenas

a dltima lampada estivesse acesa;

3. A um movimento permitido de uma haste para outra cor-
respondesse 0 mesmo efeito que teria um clique na fila de
lampadas (que provocasse mudanga de estado de uma lam-

pada) e vice-versa.

Sob esta forma, é facil concluir que o problema ndo tem solu-

¢do: ndo existe uma tal correspondéncia biunivoca. Basta notar

Figura 4

Figura 5

que, em cada jogada, o nimero de possibilidades de mudar
de configuragdo ndo é o mesmo nos dois jogos. No caso das
torres de Handi, quando todos os discos estdo numa mesma
haste (trés casos possiveis), hd duas jogadas possiveis: o disco
mais pequeno pode ir para qualquer das duas hastes vazias. E

em todos os outros casos, além das duas jogadas com o disco
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mais pequeno — que estd sempre em cima numa haste — h4 ou-
tra, de outro disco: se houver uma haste vazia, é o movimento
para ela do disco em cima da haste que néo contém o disco
mais pequeno; se ndo houver, é o movimento entre as hastes
que ndo tém o disco mais pequeno, que envia o menor dos
dois discos para cima do maior. No jogo das lampadas, hd dois
casos: se todas as lampadas estiverem apagadas ou apenas a
dltima estiver acesa, s6 hd um clique com efeito visivel: na pri-
meira lampada; em todos os outros casos, além do clique na
primeira 1dmpada, hd o clique na lampada a seguir & primeira
que estiver acesa (figura 5). Portanto, neste jogo duas jogadas
sdo possiveis, excetuando duas situagdes em que hd apenas
uma; enquanto no outro jogo hd trés jogadas possiveis, exce-
tuando trés situagdes, em que hd apenas duas. Relativamente
ao jogo das lampadas, notemos que, no caso geral, dos dois cli-
ques possiveis, um deles é 0o mesmo que o anterior e, portanto,
repde o estado anterior. Ora, numa procura de como resolver
0 jogo no menor nimero de cliques possivel, a repeticdo do
clique anterior nunca deve ser feita. Mas, excluindo essa re-
peticdo, os cliques ficam determinados de maneira tinica: isto
é, a boa estratégia para resolver o jogo no menor niimero de
cliques consiste apenas em escolher, desde o inicio, o tinico cli-
que disponivel, que, a partir da segunda jogada, ndo desfaga
ajogada anterior.

Para exprimir de um modo simples uma estratégia com o
minimo niimero de movimentos no caso do jogo das torres de
Handi, é cémodo ter discos alternadamente de uma cor clara
e outra escura. Deixa-se ao leitor a verificagdo de que a manei-
ra mais rdpida de concluir a transferéncia de uma haste para
outra consiste em nunca pdr um disco diretamente sobre outro
de tonalidade idéntica. Isto determina o movimento a fazer
quando ndo ha hastes vazias. Para incluir os casos de hastes
vazias na regra indicada, bastard imaginar no tabuleiro-base
trés discos virtuais (figura 6), os das hastes de partida e de che-
gada com tonalidade diferente da do disco maior e o da haste
restante com a mesma tonalidade do disco maior. Entre as po-
si¢gdes indicadas na figura 7, foram omitidas, respetivamente 1,
1, 2, 3 e 3 posigdes intermédias, no total de dez, ou seja, estdo
mostradas seis das dezasseis.

Com estas convengdes quanto as jogadas, é muito fécil en-

contrar a estratégia 6tima: basta nunca desfazer a jogada ante-
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rior! E isso equivale a que as jogadas sejam alternadamente do
disco mais pequeno e de outro. Quer dizer: este jogo das torres
de Hanoi de regras mais exigentes acaba por ser mais fécil do
que o de regras mais permissivas. O paradoxo € aparente: as
novas regras impedem que o jogador se perca em caminhos
mais longos... Estamos, pois, com esta versdo, numa situagdo
idéntica a do jogo das lampadas, o que nos deixa esperanga de
conseguirmos encontrar a equivaléncia entre esta versao do
jogo das torres de Handi e o das lampadas. Para definirmos
a correspondéncia, comecemos por imaginar os n discos da
pilha numerados por ordem crescente dos respetivos raios de
1 a n; o circulo virtual na base da haste de partida com um
raio um pouco maior do que o disco 7, o maior da pilha, serd
visto como o disco n+1. Quanto aos outros dois discos virtuais
do tabuleiro, serdo ainda maiores, chamemos-lhes n+2 e n+3.
Com esta convengao, poderfamos tentar definir a correspon-
déncia que procuramos, pela seguinte regra muito simples: a
lampada k estd apagada se e so se o disco k estiver pousado direta-
mente sobre o disco k+1.

Verifiquemos as trés propriedades enunciadas acima. Co-

mecemos pela primeira: os discos estdo todos na haste inicial 1
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Figura 7
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se e s se cada disco, incluindo o n, estiver sobre o disco de nt-
mero imediatamente seguinte, portanto se e sé se as lampadas
estiverem todas apagadas. Quanto a segunda: todos os discos
estarem numa haste diferente da inicial equivale a s6 o disco
n nédo estar sobre o seguinte maior, o que por sua vez equivale
a so estar a lampada n acesa. Mas s6 hd uma possibilidade de
obter esta configuragdo: todos os discos estarem na haste final
—aquela que tem um disco de tonalidade oposta a do maior e
nédo é o de ordem n+1.

Observe-se ainda que ao longo do jogo se mantém a repar-
ti¢do inicial das cores dos discos de cima: a cor do disco mais
pequeno e, em cada uma das outras duas hastes, um de cada
cor. A razdo é que um movimento permitido muda para a cor
oposta a dele a cor do disco no topo da haste de onde saiu e
muda para a cor dele a cor do disco no topo da haste para
onde foi.

Vejamos agora a terceira condicdo. O tinico disco que pode
eventualmente estar em cima do segundo é o mais pequeno,
ou seja, o primeiro; e, se ndo estiver nenhum, o segundo serd
o tnico disco de cor diferente do primeiro que estd no cimo de
uma haste. Portanto, quando o disco mais pequeno se move,
ou vai para cima do segundo ou sai de cima do segundo. No
primeiro caso, a primeira ldampada apaga-se, no segundo,

acende-se. Isto é, qualquer movimento do disco 1 correspon-

Figura 8

de a clicar na lampada 1 (e vice-versa). Este tipo de raciocinio
estende-se aos restantes discos. Suponhamos que néo é o disco
1 que se move; serd o disco j em cima das outras hastes que for
mais pequeno (eles tém cores diferentes). Ndo havera nessas
duas hastes nenhum disco mais pequeno do que o disco j, por-
tanto todos eles estardo na haste do primeiro disco, isto é, se
j>2 as lampadas de 1 a j—2 estardo todas apagadas; em qual-
quer caso, a lampada j-1 estard acesa. Quanto ao disco j+1,
ou estd (imediatamente) por baixo do disco j ou é o do topo da
outra haste. No primeiro caso, ao mover o disco j, a lampada
j passa de apagada a acesa; no segundo caso, passa de acesa a
apagada. Em ambos os casos, essa agdo corresponde a um cli-
que na lampada j, estando j—1 acesa e todas as anteriores apa-
gadas. Esta argumentagdo pode ser apresentada em sentido
inverso para qualquer clique numa lampada, no caso de haver
mudanga de estado. Na figura 8, é j=2 e o tltimo movimento
foi do disco mais pequeno, correspondendo a um clique na
primeira ldampada, que a acendeu; portanto, o disco j vai para
cima do disco j+1 e a lampada j apaga-se. Os outros casos de
clique ndo mudam o estado das lampadas: correspondem ao
disco j+1 ou a discos que ndo estdo no topo das hastes e ndo
podem, pois, ser movidos. Portanto, fica estabelecida a equi-
valéncia (o isomorfismo) entre os dois jogos: o das lampadas
e o das torres de Handi mais restritivo. Em [4] é possivel jogar

os dois jogos e observar o isomorfismo descrito.
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" Um clique numa lampada fd-la mudar de estado se e s se ela for a primei-

ra da fila, ou entao se a Unica ldmpada acesa a sua esquerda for a contigua.
O estado das ldmpadas a direita da ldmpada clicada é, pois, irrelevante. Nas
filas de ambas as figuras seguintes, a 4* lampada muda o seu estado por um
clique e qualquer das duas filas muda de uma das figuras indicadas para a outra:

’ Este problema foi proposto na Final Nacional das XXIX Olimpiadas de
Matemadtica de 201 | (categoria B —2° dia).Ver [3].
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